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Il  Calcolo  infinitesimale  è  forse  la  materia  che  offre  la 
maggior  difficoltà  ai  giovani  studenti,  ed  è  senza  dubbio 
quella  che  lascia  il  loro  spirito  più  insoddisfatto. 

Di  ciò  sono  parecchie  le  ragioni. 

Anzitutto  la  grande  moltiplicità  e  varietà  dei  metodi 
e  dei  problemi,  che  si  presentano  nel  Calcolo  quasi  in  un 
ammasso  confuso,  senza  un'  evidente  concatenazione  lo- 
gica. In  secondo  luogo,  le  molte  restrizioni  introdotte  nei 
teoremi,  nelle  definizioni  e  nelle  dimostrazioni  per  effetto 
del  recente  rinnovamento  dei  principii  dell'  Analisi.  Poi 
r  arbitrarietà  delle  definizioni  analitiche  date  pei  concetti 
geometrici  fondamentali,  aree,  volumi ,  curvatura ,  e  co- 
sì via,  arbitrarietà  che,  se  non  ha  alcuna  influenza 
suir  esattezza  dei  risultati  del  Calcolo,  è  atta  a  far  na- 
scere molti  dubbi  sul  valore  geometrico  dei  medesimi. 
Infine,  o  piuttosto  in  prima  linea,  la  natura  stessia  del 
metodo  infinitesimale,  che,  ove  il  principio  non  ne  sia 
sufficientemente  chiarito,  può  facilmente  venire  scambiato 
per  un  metodo  d'approssimazione. 

Nell'intento  di  appianare,  per  quanto  è  possibile,  la 
via  ai  miei  allievi,  io  mi  sono  proposto  di  ridurre  al  mi- 
nimo taU  difficoltà. 

Ho  cercato  perciò  di  dare  alla  materia  una  disposi- 
zione razionale,  per  modo  da  rendere  possibilmente  chiara 
alla  mente  di  chi  legge  la  ragione  logica  dell'ordine  nel 
quale  si  succedono  le  varie  teorie.  Mi  sono  limitato  a 
qualche  cenno  sommario  sui  tipi  più  generali  di  funzioni 
messi  in  luce  dalle  novissime  ricerche  analitiche,  fun- 
zioni discontinue ,  non  derivabili ,  etc.  j  il  cui  studio  de- 
y'  essere,  a  mio  avviso,  riservato,  anche  pei  giovani  av- 
viati alla  carriera  scientifica,  ad  un  corso  complementare 
successivo,  non  omettendo  però  (fatta  eccezione  per  la 
P.  VI,  V.  art.  399)  di  enunciare  accuratamente  in  cia- 
scun caso  le  condizioni  restrittive  sotto  ile  quali  i  vari 
risultati  ottenuti  sono  validi.  Riguardo  alle  definizioni  del- 
la geometria  differenziale,  ho  avuto  cura  di  mostrare  che 
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esse  rappresentano  in  ogni  caso  la  più  naturale  tradu- 
zione in  linguaggio  matematico  dei  concetti  forniti  dalle 
nozioni  della  vita  comune,  il  che  è  essenziale  a  legittimare 
l'applicazione  dell'Analisi  ai  problemi  delle  scienze  fisi- 
che. Finalmente  mi  sono  studiato  di  mettere  in  chiara 
luce  r  essenza  del  metodo  infinitesimale,  e  di  porre  fuori 
di  dubbio  il  perfetto  rigore  dei  procedimenti  del  Calcolo. 

Pertanto  io  nutro  fiducia  che  il  presente  volume  possa 
feervire,  non  solo  ad  addestrare  i  giovani  nella  tecnica 
del  Calcolo,  ma  anche  a  dar  loro  un'  idea  netta  ed  esatta 
del  substrato  legico  di  esso^  ed  a  persuaderli  che  anche 
per  questa  disciplina,  a  cui  si  volle  dare  il  pomposo  epiteto 
di  sublime,  è  vero  che  la  scienza,  come  dice  Spencer,  è 
soltanto  uno  sviluppo  d'ordine  superiore  della  conoscenza 
volgare. 

Se  questo  mi  ha  costretto  ad  essere  in  qualche  punto 
piti  prolisso  di  quanto  avrei  voluto,  ho  raggiunto  per  com- 
penso una  maggior  brevità  in  altre  parti  mercè  l'adozio- 
ne sistematica  e  completa  della  fusione  dei  due  Calcoli, 
differenziale  ed  integrale.  Senza  ripetere  qui  le  ragioni 
ben  note  che  militano  a  favore  di  tale  riforma,  osservo 
soltanto  che  essa  è  molto  utile  anche  dal  punto  di  vista 
didattico,  giacché,  portando  a  conoscenza  degli  allievi  il 
concetto  d' integrale  sin  dal  principio  del  corso,  permette 
di  esercitarli  nelle  integrazioni  assai  più  a  lungo  di  quan- 
to fosse  possibile  col  vecchio  sistema. 

Pure  per  ragione  di  brevità  mi  sono  imposto  la  mag-  ' 
gior  parsimonia  nei  richiami  storici  e  bibliografici,  rinun- 
ziando air  idea,  che  avrei  vagheggiato,  di  accompagnare 
ciascuna  teoria  con  una  breve  notizia  suir  origine  e  sullo 
sviluppo  storico  di  essa. 

Mi  è  grato  esprimere  qui  la  mia  riconoscenza  al  mio 
allievo  signor  Vincenzo  Carciotto  che  mi  assistette  pre- 
murosamente nella  revisione  delle  bozze,  ed  al  corag- 
gioso editore  signor  Trimarchi  che  non  risparmiò  sagrifizi 
per  assicurare  la  riuscita  tipografica  del  presente  lavoro. 
Massino.,  agosto  1898. 

G.  Vivant! 
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INTRODUZIONE 


Che  cosa  è  il  Calcolo  infinitesimale?  Quali  ne  sono  gli 
scopi  ed  i  metodi  ?  È  difficile  rispondere  in  poche  parole 
a  tali  domande,*  come  è  impossibile  dare  del  Calcolo  una 
definizione  nel  senso  ordinario  della  parola.  Gioverà  invece 
esporre,  a  guisa  d' introduzione,  alcune  considerazioni  ed 
alcuni  esempi  opportunamente  scelti,  che  potranno  servire 
di  utile  guida  hello  studio  della  scienza  che  imprendiamo 
a  trattare. 

La  matematica,  come  ogni  altra  scienza,  deve  la  sua 
origine  al  bisogno  sentito  dall'  uomo  di  conoscere  il  più 
profondamente  possibile  la  natura  nel  cui  seno  egli  vive,  e 
contro  le  cui  forze  gli  è  duopo  agguerrirsi  per  la  propria 
conservazione.  Però,  a  differenza  delle  altre  scienze,  la  ma- 
tematica non  prende  a  considerare  gli  oggetti  quali  ce  li 
presenta  la  nostra  percezione  della  natura  che  ci  circonda; 
essa  studia  invece  enti  e  fenomeni  fittizi,  definiti  in  modo 
arbitrario,  ma  scelti  tuttavia  in  guisa  da  darci  una  rappre- 
sentazione più  0  meno  approssimata  di  enti  e  di  fenomeni 
realmente  esistenti.  Così  dairosservazione  di  mobili  che  in 
tempi  eguali  percorrono  spazi  sensibilmente  eguali  è  nata 
ridea  del  moto  uniforme,  e  dall'osservazione  della  posi- 
zione che  prende  un  filo  flessibile  fortemente  teso  ha  avuto 
origino  il  concetto  di  linea  inetta.  Probabilmente  né  il  moto 
matematicamente  uniforme  nò  la  linea  geometricamente 
Inetta  esistono  in  natura;  o,  quanto  meno,  l'uomo  è,  e  rimarrà 
sempre,  nella  più  assoluta  ignoranza  sulla  questione  della 
loro  esistenza,  giacché,  per  quanto  i  mezzi  d'osservazione 
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e  di  misura  si  vadano  conUiuianiente  perfezionando,  iriam- 
maiessi  raggiungeranno  l'esattezza  assoluta,  quale  sarel)be 
necessaria  per  poter  decidere  tale  questione.  Ma  esistono 
in  naiuTa  moti  abbastanza  poco  dissimili  dal  moto  unilbr- 
me,  e  iiiiee  abbastanza  poco  differenti  da  rette,  perchè 
possano  ritenersi  validi  per  essi,  nei  casi  relativi,  i  risul- 
tati dati  dalla  matematica  pe'  suoi  enti  fittizi ,  senza  un 
errore  sensibile  in  pratica.  Così  noi  possiamo  considerare 
come  sensibilmente  uniforme  il  moto  diurno  della  terra; 
così,  se  abbiamo  un  c^impo  limitato  da  corde  opportuna- 
mente tese,  possiamo  applicare  alla  misura  della  sua  area 
i  teoremi  della  planimetria. 

Ecco  in  qual  modo  la  matematica,  sebbene  scienza  pu- 
ra, può  prestare  utili  servigi  nello  studio  del  mondo  reale. 

Però  né  la  teoria,  affatto  semplice  ed  elementare,  del 
moto  uniforme,  né  la  geometria  delle  figure  rettilinee,  si 
dimostrano  sufficienti  a  risolvere  i  molteplici  problemi  ai 
quali  ci  troviamo  di  fronte.  Esistono  moti  troppo  irrego- 
lari e  linee  troppo  ricurve,  per  potersi,  senza  grave  errore, 
considerare  rispettivamente  come  moti  uniformi  e  come 
linee  rette.  Così,  il  giorno  in  cui  un  agrimensore  si  trovò 
per  la  prima  volta  a  dover  valutare  l'area  d'un  campo 
circolare,  egli  cercò  invano  nelle  sue  magre  nozioni  di 
geometria  il  mezzo  di  risolvere  il  problema  nuovo;  e  forse 
dall'imbarazzo  dell'oscuro  agrimensore  nacquero  quelle 
antiche  riccMrhe  sulla  quadratura  del  cerchio,  che  costi- 
tuiscono i  primi  rudimenti  del  Calcolo  integrale. 

È  noto  in  qual  modo  i  Greci  abbiano  determinata  la 
espressione  dell'  area  del  cerchio;  nò  è  qui  il  caso  di  arre- 
sta rvisi.  A  noi  interessa  piuttosto  di  vedere  (*ome  possa 
procedersi  pel  calcolo  dell'  area  compresa  entro  una  linea 
piana  qualunque.  Ma,  più  che  di  valutare  un'area  di  questa 
natura,  si  tratta  di  defrnhia.  La  geometria  elementare  ci 
dà  un'  idea  chiara  di  ciò  che  sia  l'area  d'  un  rettangolo; 
supposte^,  infatti,  per  siMnplicità,  razionali  le  lunghezze  de' 
suoi  lati ,  r  area  ò  il  numero  di  metri ,  decimetri ,  centi- 
metri,   quadrati  in  cui  il  rettangolo  può  effettivamente 
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scomporsi.  Data 'poi  una  superfìcie  rettilinea  qualsiasi, 
noi  possiamo,  con  un  numero  finito  d'operazioni,  trasfor- 
marla in  un  rettangolo  equivalente  ;  e  quindi  anche  in 
questo  caso  abbiamo  dell'  area  un'  idea  netta  ed  esatta. 
Altrettanto  non  può  dirsi  dell'  area  d'  una  superficie  rac- 
chiusa da  curve.  È  bensì  vero  che  noi  dalle  nozioni  della 
vita  comune  abbiamo  un'idea  vaga  della  grandezza  d'una 
tale  area;  giacchò  di  due  campi  di  forma  qualunque  noi 
non  esitiamo  a  dire  p.  es.  che  l'uno  è  più  esteso  dell'altro, 
e  talvolta  anche  clie  è  molto  più  esteso,  o  poco  più  esteso, 
e  cosi  via.  Ma  a  chi  domandasse  che  cosa  intendiamo  pro- 
priamente per  area  d'una  superficie  curvilinea,  saremmo 
imbarazzati  a  rispondere  ;  giaccliè  non  sapremmo  in  alcun 
modo  concepire  la  decomposizione  d' una  tale  area  in  me- 
tri, decimetri,  centimetri, quadrati.  È  necessario  per- 
tanto stabilire  una  definizione  esatta,  matematica. 

(,Jui  si  può' introdurre  una  lieve  semphflcazione.  Data 
un'area  curvilinea  S,  si  conduca  nel  suo  piano  una  retta 
qualunque  p  che  non  tagli  il  contorno,  e  da  punti  di  que- 
sto convenientemente  scelti  si  abbassino  delle  perpendi- 
colari sulla  jp.  L'area  iS  potrà  esprimersi  come  la  somma 
di  più  aree  parziali,  prese  talune  col  segno  più  ed  altre 
col  segno  meno,  racchiuse  ciascuna  da  due  lati  rettiUnei 
paralleli,    da  un  terzo  perpendicolare  a  questi,  e  da  un 


p       "7  'o^       F" 

quarto  Iato  curvilineo  (così  nella  figura  si  ha: 
S=AA'iyD—CCiyL+CC'B'B—AA'B'B). 
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Basterà  pertanto  cercare  di  definire  T  area  d'  una  di 
queste  superficie  trapezoidali.  Prendasi  p  per  asse  delle 
ascisse;  una  tale  superficie  potrà,  salvo  eccezioni  che  qui 
non  dobbiamo  considerare,  decomporsi  in  un  numero  fi- 
nito di  superficie  della  stessa  natura,  tali  che  in  ciascuna 
di  esse  T ordinata  sia  sempre  crescente  (od  almeno  non 
decrescente  )  o  sempre  decrescente  (  od  almeno  non  cre- 
scente ). 

Fissiamo  le  idee  sopra  una  di  queste  superficie  parziali. 

Abbiasi  una  curva  piana  riferita  ad  una  coppia  d'  assi 
cartesiani  ortogonali ,  e  sia  AB  un  arco  di  essa  tale  che 
le  proiezioni  dei  suoi  diversi  punti  sull'asse  OX  sieno 
tutte  differenti ,  e  che  procedendo  da  A  a  B  Y  ordinata 
cresca,  od  almeno  non  decresca.  Dividiamo  là  proiezione 
A!H  di  AB  suir  asse  OX  in  un  numero  qualunque  n  di 


parti ,  che  diremo  ^a\,  Aa:^,  ....,  A.rn  ;  e  denotiamo  con  y^ 
oppure  a,  e  con  j/n+i  oppure  b  le  ordinato  estreme,  con  ?/„ 
y/g,  ...,  ìjn  le  ordinate  corrispondenti  ai  ])unti  di  divisione. 
Sieno  Pj  Q  due  punti  di  divisione  consecutivi ,  PP,  Q'Q 
le  relative  ordinate;  pei  punti  P,  Q  della  curva  condu- 
ciamo le  PB,  QS  parallelamente  all'  asse  OX  La  gran- 
dezza che,  secondo  la  definizione  da  stabilirsi,  verrà  a 
rappresentare  Y  area  raistilinea  PPQ'Q,  dovrà  evidente- 
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mente  essere  compresa  fra  la  grandezza  del  rettangolo 
PPQ'R  e  quella  del  rettangolo  SP'ijm,  cioè  fra  yh  Aoja  e 
j/a+iAìta;  cioè  potrà  scriversi: 

PFQQ  =  {y^  +  \H^yh)^Xh, 

dove  àyh=yh+\  —yh,  e  Xhè  una  quantità  compresa  fra  0 
ed  1.  La  quantità  yu+hi^yh  rappresenta  una  certa  lun- 
ghezza 7^  T  intermedia  fra /^i^  e  QQ,  e  però,  condotta  per 
T  la  rv  parallela  air  asse  OX,  la  quale  taglierà  Tarco  PQ 
in  un  punto  U,  e  detta  U'  la  proiezione  di  U  suir  asse 
OX,  sarà: 

U'U=^jh  +Xh  Ayh  =yh , 
PP'QQ  =  TITJV, 

Ripetendo  la  stessa  operazione  per  tutte  le  n  aree  par- 
ziali, potrà  scriversi  : 

Con  questo  apparentemente  non  si  è  raggiunto  alcun 
vantaggio,  giacché  manca  qualunque  criterio  per  deter- 
minare le  grandezze  yh\  ma  si  dimostra  che,  almeno 
sotto  certe  condizioni  restrittive,  se  si  aumenta  indefi- 
nitamente il  numero  delle. divisioni  del  tratto  A'B,  dimi- 
nuendone la  grandezza  massima,  il  limite  a  cui  tende  la 
somma  scritta  è  indipendente  dal  sistema  di  divisioni  a- 

dottato  e  dalla  scelta  delle  ordinato  yn  tra  i  limiti  delle 
singole  divisioni.  Se  quindi,  con  un  metodo  qualsivoglia, 
si  otterrà  tale  limite,  si  avrà  nello  stesso  tempo  definito  e 
calcolato  Tarca curvilinea considerata.In vece  della  scrittura: 


PPQQ  =  lim  2  yh  Axh  , 
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si  usa  r altra  più  breve: 

•4 


PFQQ 


-=  /  2/rf*'^; 


il  sefrno  /,  che  si  legge  integrale ,  b  una  deformazione 
della  lettera  S,  iniziale  Ai  somma  ,  e  la  sostituzione  della 
notazione  eh-  air  altra  Xr  serve  ad  indicare  che  si  vuole 
attribuire  a  ciascuna  delle  porzioni  Ajv»,  non  già  una 
grandezza  lissa  e  determinata.,  ma  una  grandezza  indefi- 
nitamente decrescente. 

Come  si  vede,  T  espressione    /    ydx  non  rappresenta 

a 

una  somma,  ma  il  limite  d'una  somma.  Essa  sarebbe  una 
vera  somma  solo  quando  si  (!oncepisse  il  segmento' A'/y 
diviso  in  tratti  non  ulteriormente  divisibili,  giacché  allora 
la  somma  considerata  dovrebbe  avere  ormai  raggiunto  il 
suo  limite.  Ma  un  tale  concetto  è  contraddittorio  in  sé 
stes§o ,  giacché  T  idea  d' estensione  implica  quella  di  di- 
visibihtà.  Tuttavia,  se  per  una  finzione  della  mente  noi 
imaginiamo  queste  ultime  divisioni  d(U  segmento,  queste 
parti,  come  si  vollero  chiamare,  infinitesime ,  delle  quali 
nessun  aggregato  finito  basta  a  l'ormare  un  segm(»nto  fi- 
nito ,  possiamo  dire  che  /'  ai^ea  considerata  è  la  sornina 
di  infiniti  rettangoli  infinitesimi. 

11  seguito  del  nostro  studio  ci  persuaderà  che  questa  fin- 
zione, benché  non  assolutamente  necessaria,  è  tutt altroché 
inutile.  Ma  non  é  altrettanto  vero  che  essa  sia  scevra  di 
pericoli;  e  la  storia  del  Calcolo  ci  dimostra  che  troppo  spesso 
iu  fraintesa  la  vera  natura  di  essa  e  si  volle  attribuire  un'e- 
sistenza effettiva  ai  segmenti  infinitesimi.  Noi  non  ci  aster- 
remo tuttavia  per  questo  dal  fare  uso  del  linguaggio  infi- 
nitesimale; però  ci  imporremo  di  non  perdere  mai  di  vista 
il  suo  vero  significato.  Cosi,  dicendo  che  T  area  AA'fì'B  é 
la  somma  di  infiniti  rettangoli  infinitesimi,  noi  intenderemo 
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soltanto  che  essa  ò  il  limite  a  cui  tonde  una  somma  di  ret- 
tani^^oli  dei  quali  il  numero  crescer  e  hi  grandezza  decresce 
indefinitamente. 

Non  sarà  inutile  aggiungere  qualche  altro  esempio. 

Le  nozioni  più  elementari  di  meccanica  ci  forniscono 
un  concetto  ben  chiaro  della  velocità  d' un  punto  che  per- 
corre una  linea  retta  di  moto  uniformo;  ossa  è  il  rapporto 
della  lunghezza  d'  un  tratto  qualsiasi  della  traiettoria  al 
tempo  impiegato  a  percorrerlo,  rapporto  che  è  indipen- 
dente dal  tratto  scelto.  Se  invece  abbiamo  a  fare  con  un 
moto  varia])ile,  per  quanto  nel  linguaggio  comune  si  soglia 
applicare  anche  a  tali  moti  il  conci^tto  di  velocità  (velocità 
d' un  cavallo,  d'  una  nave,  d'  un  treno,  etc),  mal  si  sa- 
prebbe dire  quale  sia  propriamente  il  significato  di  questa 
parola,  quale  grandezza  essa  sia  destinata  ad  esprimere. 

Ebbene,  dividiamo  lo  spazio  s  percorso  in  un  tempo  t 
in  n  spazi  parziali  .s^,  ,Sj,...,  Sn,  e  siono  t^,  t^,,.,  U  i  tempi 
impiegati  rispettivamente  a  percorrerli.  Accanto  al  mobile 
reale  consideriamo  un  mobile  fittizio  che  percorra  ciascuno 
dei  tratti  Sj,  .Sg... ,  Sn  di  moto  uniforme  con  velocità  di- 
verse v^  =-r-»  ^j  =  r/  ,.•>  ^*n  =  -^  nei  vari  tratti.    I  due 

t^  fj  In 

mobili,  partendo  in  un  medesimo  istante,  si  troveranno  in 
coincidenza  in  ciascuno  dei  punti  di  divisione;  e  noi  po- 
tremo chiamare  y,,  i\,  ...,  Cn  la  veìocUà  media  del  mo- 
bile  reale  lungo  i    tratti  s,,   s^ ,  Sn.     Se   aumentiamo 

il  numero  delle  divisioni,  tanto  più  frequenti  si  faranno  i 
punti  in  cui  i  due  mobili  si  trovano  insieme;  e  si  concepi- 
sce conio,  procedendo  a  questa  guisa,  si  possa  giungere 
al  punto  da  rendere  la  dilferenza  fra  i  due  moti,  il  reale 
e  il  fittizio,  insensibile  ad  ogni  più  acuto  strumento  d'os- 
servazione. Riprendendo  il  linguaggio  convenzioudle  già 
usato,  possiamo  dire  che  un  moto  qualunque  è  la  sornma 
di  infiniti  moti  unifonni  di  durata  injìnitesiina;  ed  ò 
quindi  naturale  chiamare  velocità  del  mobile  in  un  punto 
della  traiettoria  la  velocità  corrispondente  al  moto  uni- 
forme lungo  un  tratto  infinitesimo  che  contiene  quel  punto. 
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Colle  notazioni  A  e  d  già  usate  si  può  scrivere  la  rela- 
zione simbolica: 

ds 

|\        il  cui  significato  reale  è: 

,.     As 
V  =  hm  -■ 

A»=o  àt 

(Atb  il   tempo  impiegato  a  percorrere    il  tratto   As  ). 

Pertanto  jT^non  è  un  vero  quoziente,  ma  il  limite  d'  un 

quoziente;  e  solo  in  senso  simbolico  può  considerarsi  come 
il  rapporto  di  due  quantità  infinitesime,  o,  come  si  dice 
anche,  di  due  differeriziaU. 

Tale  rapporto  ha  il  nome  dì  derivata. 

Consideriamo  ancora  un  punto  che  si  muove  in  linea 
retta;  noi  abbiamo  in  questo  caso  ben  chiaro  il  concetto 
di  direzione  del  moto.  Al  contrario  questo  concetto  perde 
ogni  significato  preciso  quando  si  tratti  del  moto  curvi- 
lineo. In  questo  caso  dividiamo  la  traiettoria  in  un  nu- 
mero qualunque  di  archi  parziali,  e  insieme  al  mobile  reale 
consideriamo  un  mobile  fittizio  che  percorra  la  spezzata 
costituita  dalle  corde  di  questi  archi.  La  direzione  del 
mobile  fittizio  lungo  un  lato  della  spezzata,  potrà  dirsi  la 
direzione  media  del  mobile  reale  lungo  Y  arco  sotteso  da 
quel  lato.  Se  aumentiamo  convenientemente  il  numero 
delle  divisioni,  la  differenza  fra  le  traiettorie  dei  due  moti 
diverrà  sempre  meno  sensibile,  il  che  può  esprimersi  di- 
cendo che  la  cuvca  è  una  spezzata  d'infiniti  lati;  e  converrà 
allora  chiamare  direzione  del  mobile  reale  in  un  punto 
della  sua  traiettoria  la  direzione  media  corrispondente  al- 
l' archetto  infinitesimo  su  cui  esso  giace,  cioè  la  direzione 
della  corda  di  questo  archetto.  Ora ,  quando  un  estremo 
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d'una  corda  va  avvicinandosi  indefinitamente  all'altro, 

la  corda  tende  a  confondersi  colla  tangente  nell'estremo 

fisso;  ossia  una  tangente  è  il  prolungamento  d'una  corda 

infinitesima.  Quindi  può  dirsi  che  la  direzione  del  moto 

in  un  punto  della  traiettoria  è  data  dalla  tangente  ad 

essa  in  quel  punto. 

Supponiamo  la  traiettoria  una  curva  piana,  e  imagi- 

niamola  rii'erita  a  due  assi  cartesiani  ortogonali.  Se  x,  y 

sono  le  coordinate  d'un  punto  A  della  curva,  x  +  ^x, 

y+^y  quelle  d'un  altro  punto  B  di  essa,  il  coefficiente  an- 

ùkìj 
golare   della  corda  AB  sarà  -— ^.  Ma  al  diminuire  di  Aa? 

la  corda  tende  a  confondersi  colla  tangente  in  A ,  quindi 
il  coefficiente  angolare  di  quest'  ultima  sarà  : 

lim      —^j 

Ay=o        àOO 
àx==o 

dy   ^ ,  .         d?/       .   .  .       , 

ossia  -~^.  L  espressione  -p  può,  m  senso  convenzionale, 

«imaginarsi  ottenuta  risolvendo  un   triangolo  rettangolo 
infinitesimo  avente  due  vertici  sulla  curva. 

In  questi  esempi,  come  in  altri  che  si  potrebbero  ag- 
giungere e  che  si  presenteranno  nel  seguito,  il  procedi- 
mento è  sempre  lo  stesso;  ed  è,  in  sostanza,  quello  che 
viene  naturalmente  suggerito  dal  senso  comune.  Poiché 
lo  studio  del  moto  uniforme  e  quello  della  linea  retta  pos- 
sono farsi  con  mezzi  elementari,  è  ovvio  cercare  di  sosti- 
tuire a  qualunque  moto  un  insieme  di  moti  uniformi,  a 
qualunque  linea  un  insieme  di  linee  rette.  Soltanto,  flnchft 
un  tale  insieme  contenga  un  numero  finito  d' elementi,  la 
sostituzione  non  potrà  farsi  se  non  per  approssimazione; 
essa  non  ci  darà  risultati  matematicamente  esatti  se  non 
quando  si  passi  alla  consideraziono  d' un  insieme  infinito. 
Ma  questo  passaggio  non  può  effettuarsi  se  non  introdu- 
cendo r  idea  di  limite;  mercè  questa  è  possibile  conside- 
rare aggregati  finiti  ma  via  via  più  ricchi  d' elementi, 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  10  - 

per  modo  che  la  rapprosontazioue  corrispondente  raggiun- 
ga quell'  approssiin^tyjone  che  si  desidera.  Abbiamo  ve- 
duto infatti  che  la  riduzione  desiderata  può  aver  efifotto 
purclK^^  si  sappia  determinare: 

a)  Il  limite  della  somma  di  più  quantità  il  cui  numero 
cresce  e  la  cui  grandezza  decresce  indefinitamente  fùìte' 
graie); 

h)  Il  limite  del  rapporto  di  due  quantità  tenilcMiti  in- 
sieme a  zero  (devi caia). 

La  determinazione  di  tali  limiti  e  opera  del  Calcolo  in- 
fì/iitcsi filale,  die  si  divide  appunto  in  Calcolo  integrale  e 
Calcolo  differenziale; 

Ma  come  procede  esso  a  tal  fine  ? 

Discorriamo  anzitutto  della  ricerca  delle  derivate. 

Se  t\i>:)  è  una  l'unzione  d'  una  variabile  .r,  e  se  ^f{oo) 
e  r  incremento  della  funzione  corrispondente  air  incre- 
mento A^'  della  variabile,  la  derivata  di  f{:r),  diesi 
suole  denotare  con  /■'(-'')•  ^  il  limit(^  quando  esiste,  a  cui 

tende  il  rapporto       \-    mentre  A,^-  tende  a  zero: 
^.   .        ,.       ^f[x) 

Ora  la  determinazione  di  un  tale  limite  e  una  que- 
stione puramente  algebrica;  e,  se  essa  dovesse  l'arsi  e,r 
novo  per  ogni  singola  l'unzione,  il  calcolo  differenziale  co- 
me scienza  a  se  non  avrebbe  motivo  di  esistere.  Uno  dei 
maggiori  meriti  di  Leibniz  sta  neir  aver  reso  inutile  la 
ricerca  del  limite  nei  singoli  casi,  riduceiido  la  determi- 
nazione delle  derivate  ad  una  operazione  algoritmica  e, 
per  cosi  dire,  meccanica. 

Ecco  come  si  raggiunge  tale  scopo. 

Anzitutto  si  calc()la,no,  mediante  diretti  passaggi  al  li- 
mite, le  derivate  delle  poche  l'unzioni  elementari  colle 
quali  si  compcmgono  le  altre  ch(ì  si  presentano  neiranalisi 
—  potenze,  esponenziali ,  logaritmi,  l'unzioni  trigonome- 
triche e  ciclometriche  —  ;  poscia  si  stabilisce  una  serie  di 
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^<one  dogi- m/initesnni        ■  ^""^'P'^  ^<:lla  soslUu- 

^. ^Tentiamo  di  dare  un'idea  di  questo  importante  prin- 
Riprendiamo  la  relazione: 

r(ccj  =  wn  Mm, 

^ale  che  il  rapporto-^,  tende  ad  un  limi.e  deternu- 
i»ato  e  finito.  Ciò  si  esprime  dicendo  che  Xr-  «  a//  ^ 
^>no  in/}nffeshni  dello  stesso  orrf'nl  Pi?  «■.  ,  ^^''^ 
SI  dice  che  una  nnanf.-fn  >  f  ■!  .  '"  generalmente 
il   <un  V  !"  ^"^"*'t^  e  infmitcsimd  dell' ordine  m   so 

"  5>no   rapporto  a    A,)"»    tondo   n,?    .,«  i:    ■![..'  ^^ 

tal". Tir;""*  *'«"■">"'"'«.  »i  i..»-..i«nu  ,°„  j  „ 

«lud,  limil,  <t,  rapporti  j.  i„„„i,„,i,„i  dello  steso  or- 
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dine.  Supponiamo  che  questi  infinitesimi  abbiano  assunto 
la  forma  a+a',  ^^,....;  noi  siamo  certi  a  jyriori  che  ì 
risultati  finali  non  sarebbero  punto  diversi  se  in  luogo  di 
queste  quantità  figurassero  nei  nostri  calcoli  le  a+a", 
^p",...,  od  anche  semplicemente  le  a,  p,,..,  e  però  pos- 
siamo, senza  scrupolo  alcuno,  sostituire  dappertutto,  an- 
che prima  della  fine  del  calcolo^  alle  «+«'»  ?+Pv.- 
le  a,  p,...  In  ciò  consiste  il  principio  della  sostituziotie 
degV  iìifinif esimi  y  principio  importantissimo  ,  che  per- 
mette spesso  di  semplificare  notevolmente  i  calcoli,  e  che 
si  enuncia  così:  Ad  un  infinitesiino  d* ordine  m  si  può 
sempre  sostituirne  un  altro  che  differisca  da  esso  per  un 
infinitesimo  d' ordine  maggiore  di  rn.  In  particolare:  É 
lecito  trascurare  un  iìifìnitesinw  che  si  trooi  addizionato 
ad  uno  d*  ordine  inferiore  o  ad  una  quantità  finita. 

Nel  Calcolo  integrale  si  presentano,  come  abbiamo  ve- 
duto, certi  limiti  di  somme,  la  cui  determinazione  diretta 
urta  spesso  contro  gravi  difficoltà.  Ma  qui  ci  soccorre 
un'  altra  circostanza  ;  dappoich(>  si  trova  che ,  salvo  casi 
eccezionali,  l'integrazione  e  la  derivazione  sono  operazioni 
inverse,  che  cioè,  se  t\x)  è  l'integrale  di  /(;^-),  f(x)  è  la 
derivata  di  F{x),  Per  ottenere  quindi  Y  integrale  d'  una 
funzione  f[x),  noi  cercheremo  se  tra  le  funzioni  che  co- 
nosciamo ne  esista  alcuna  di  cui  f^x)  sia  la  derivata.  Non 
diversamente  si  procede  nell'  aritmetica  (juando  p.  es.  si 
vuol  eseguire  la  divisione  di  due  numeri;  si  cerca  per 
tentativi  il  numero  che,  moltiplicato  pel  divisore,  ripro- 
duce il  dividendo.  Naturalmente  nell'aritmetica  questo 
processo  per  tentativi  non  ha  conservato  la  sua  forma 
bruta,  ma  è  stato  ridotto  a  regole,  in  modo  da  masche- 
rarne (juasi  la  vera  essenza;  e  così  il  Calcolo  integrale  è 
stato  ridotto,  per  quanto  fu  possibile,  a  forma  sistematica, 
jnediante  Tintroduzione  di  processi  regolari  crintegrazione. 

Anche  nel  Calcolo  integrale  il  principio  della  sostitu- 
zione degr  infinitesimi  presta  utili  servigi  ;  giacché  esso 
permette,  sotto  certe  condizioni,  di  sostituire  in  una  som- 
ma d' infiniti  infinitesimi  a  ciascun  termine  una  (quantità 
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che  ne  differisce  per  un  infinitesimo  d'ordine  superiore,  il 
che  rende  spesso  più  semplice  la  determinazione  -diretta 
del  limite  della  somma. 

Le  cose  fin  qui  dette  sono ,  crediamo ,  sufficienti  allo 
scopo  propostoci.  Molti  punti,  ora  appena  adombrati,  ver- 
ranno chiariti  nel  seguito,  molte  nozioni  precisate,  molti 
risultati  espressi  con  maggior  rigore;  ma  lo  sguardo  get- 
tato sin  d'ora  a  volo  d'uccello  sull'intero  edificio  del  Cal- 
colo infinitesimale  varrà  a  fare  scorgere ,  in  mezzo  alla 
grande  varietà  dei  dettagli,  la  simmetria  e  l'unità  di 
struttura  dell'  insieme. 

Ed  ora  pochi  cenni  sulla  storia  del  Calcolo. 

Questa  scienza  ripete  la  sua  nascita  da  due  problemi 
geometrici,  quello  delle  qvadvature  e  quello  d^'W^  tangenti; 
ed  è  infatti  con  questi  nomi  che  si  designarono  in  origine 
le  sue  due  grandi  divisioni. 

Le  prime  tracce  del  Calcolo  integrale  possono  trovarsi 
nelle  ricerche  dei  Greci  sulla  quadratura  del  cerchio  e 
della  parabola.  Passate  le  lunghe  tenelire  del  medio  evo, 
i  problemi  di  quadratura  e  cubatura  tornano  in  onore  con 
Keplero  (1571-1630),  Cavalieri  (1591-1G47),  Guldino(1577-164:3), 
Wallis  (161(3-1703),  Grégoire  de  S.  Vincent  (15S4-1667)  od 
altri  ;  mentre  Descartes  (1596-1650) ,  Fermat  (1601-1(>65) , 
Roberval  (lf)02-1675) ,  de  Sluse  (1622-1685)  mettono  in  luce 
il  problema  delle  tangenti.  Fu  soltanto  verso  il  1700  che 
ì  due  problemi  furono,  per  opera  di  Newton  (lf)42-1727)  e 
Leibniz  (1646-1716) ,  spogliati  della  loro  veste  geometrica 
e  divennero  il  nucleo  di  metodi  analitici  di  grande  por- 
tata. Il  metodo  delle  flussioni  di  Newton  ebbe  seguito 
soltanto  in  Inghilterra,  dove  contò  fra  i  più  illustri  cultori 
Taylor  (16a>-1731)  e  Mac-Laurin  (1698-1746)  ;  e  anche  là 
fu  l)en  tosto  abbandonato.  Invece  il  ìnctodo  infinitesimale 
di  Leibniz,  come  quello  che  è  più  intuitivo  e  di  più  spe- 
dita applicazione,  trovò  numerosi  seguaci  nel  continente; 
e  Giacomo  Uernoulli  (1654-1705),  Giovanni  Bernoulli  (1667- 
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1748),  L'Hospital  (1601-1704),  Varignon  (ia>4-1722)  ed  altri 
lo  applicarono  felieeinento  ai  più  svariati  e  diflìcili  pi'O- 
bleini  geometrici  e  meccanici.  Però,  siccome  Leibniz  non 
era  riuscito  a  dare,  e  probabilmente  neppure  a  formai'si, 
un'idea  chiara  della  vera  natura  dell'  infinitesimo  mate- 
matico, il  Calcolo  leibniziano,  fondato  in  sostanza  sul  prin- 
cipio della  sostituzione  deii*rintìnitesimi,  si  presentava  sotto 
r  aspetto  d'  un  metodo  di  sola  approssimazione  ;  e,  se  la 
importanza  notevole  dei  risultati  ottenuti  col  mezzo  di 
esso  ridusse  ben  presto  al  silenzio  i  suoi  avversari,  rimase 
pur  tuttavia  come  una  cosa  inesplicabile  il  fatto  che,  oji^'ni- 
([ualvolta  i  risultati  del  Calcolo  potcM'ono  essere  controllati 
per  altra  via  di  rigore  indiscusso,  essi  furono  trovati,  non 
già  approssimati ,  ma  matematicamente  esatti.  Naccjue 
I)ertanto  da  una  parte  V  idea ,  sviluppata  da  Lagrange 
(1730-1813)  e  incoraggiata  da  un  C(^lebre  concorso  bandito 
nel  1784  dall'  Actcadcimia  di  Berlino,  di  emancipare  l'analisi 
superiore  dagrinlinitesimi,  dall'altra  quella  di  dimo- 
strare a  priori  anm}  il  metodo  intìnitesimale  sia  rigoroso 
e  di  porre  in  luce  le  origini  dell'apparente  difetto  di  esat- 
tezza che  esso  presenta.  La  difesa  d(d  Calcolo  infinitesi- 
male, iniziata  da  Carnot  (17513-1823),  fu  compiuta  felice- 
mente da  Cauchy  (17S9-1857),  il  quale,  definendo  V  infini- 
tesimo come  una  quantità  nariaììile  tendente  a  zero,  fece 
del  principio  della  sostituzione  degl'infinitesimi  un  teorema 
rigorosamente^  dimostrabile,  e  pose  così  il  metodo  infinite- 
simale al  di  sopra  di  ogni  obiezione. 

Queste  discussioni  di  principii  non  impedirono  uè  ar- 
restarono lo  sviluppo  crescente  del  Calcolo;  e  l' opera  dei 
Bernoulli  e  di  L'  Hospital  trovò  degni  continuatori  in 
Eulero  (1707-1783) ,  Legendre  (1752-183,3) ,  Fourier  (17(38- 
1830),  Ampère  (1775-1830),  Abel  (1802-1829),  Jacol)i(1804-1851) 
ed  altri  che  troppo  lungo  sarei)) )e  ricordare.  Lagrange 
creava  una  nuova  teoria,  il  (kdcolo  delle  variazioni.  Poco 
dopo  dal  gran  tronco  del  Calcolo  staccavasi  un  ramo  fio- 
l'ente  e  destinato  ad  un  brillante  avvenire,  la  teoria  delle 
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funzioni  ellittiche ,  dalla  (iiiale  ne  nasceva  poi  un'  altra 
(li  ben  niaiz'ixiore  portata.,  quella  delle  funzioni  aheliane. 

Frattanto  il  nuovo  conc(*tto  di  funzione  introdotto  da 
Diriclilet  (1805-1859)  aveva  allarg-ato  notevolmente  il  campo 
dell'analisi.  Mentre  prima  all'idc^a  di  funzione  si  collegava 
quella  d'un  complesso  di  operazioni  aritmetiche,  Dirichlet 
imprendt?va  a  considerare  una  quantità  come  funzione  di 
un'  altra  (piando  variasse  al  variare  di  (pK^sta  in  modo  da 
prendere  un  solo  valore  per  ogni  valore  di  essa,  a  parte 
r  esistenza  o  no  d'  un'  espressione  analitica.  Partendo  da 
tale  concetto,  si  riuscì  a  costruirci  funzioni  aventi  cei'te 
singolarità  di  cui  prima  non  s'(M*a  neppur  sospettata  la 
osistiuiza.  Così,  mentre  prima,  data  una  funzione  continua 
f(j')y  si  ammetteva  senz'altro  che  l't^piazionc^  y  =  f(x)  rap- 
presentasse una  curva  (ritenta  ad  una  coppia  d'assi  car- 
tesiani), venncn'o  in  luce  e  ^rte  funzioni  continue  che  non 
sono  suscettibili  di  rappresent:i7!onc  nunUante  una  curva 
ordinaria,  avente  cioè  in  orrni  punto  una  tangente  det<r- 
minatJj.  Con  ciò  perchn^a  la  sua  generalità  un  metodo  di 
dimostrazione  molto  comodo ,  (^  molto  usato  sin  allegra , 
consistente  nello  stabilire  le  proprietà  delle  funzioni  con- 
tinue mediante  considerazioni  geometriche  sulle  loro  rap- 
presentazioni per  mezzo  di  curve.  Cosi  un  teorema,  che  ve- 
niva considerato  come  lbndamontal<i,  non  poteva  più  ac- 
cettarsi senza  restrizioni:  (luello,  cioè,  che  ogni  funzione^ 
ammette  una  derivata.  Non  solo:  ma 'si  costruirono  fun- 
zioni continue  prive  di  derivata  per  inthiiti  valori  od  an- 
che per  tutti  i  valori  della  variabile  indipendente. 

Pertanto  una  revisione  d(ù  fondamenti  del  Calcolo  si 
imponeva;  e  questa,  effettuata  \)i\v  opera  di  Wei(4-strass 
(1815-1897),  Schwarz,  l)u  Bois-R(^ymond  (1S:U-1880),  Dini, 
Hankel  (18:«)-187:3),  Harnack  (1S51-18S8)  ed  altri,  e  condotta 
di  conserva  colla  revisione  che  aveva,  avuto  luogo,  da 
Abel  in  poi ,  nella  teoria  delle  serie ,  ha  dato  al  Cal(H)lo 
quell'asserto  stabile  e  quella  Ibi-ma  rigorosa  che  esso  og- 
gidì possiede. 
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PARTE  PRIMA 
PRELIMINARI  ANALITICI 


Numeri  irrazionali.  Aggregati  di  numeri  reali 

1.  Si  dice  che  due  aggregati  di  numeri  razionali  i4i,  A^ 
costituiscono  una  coppia  di  classi,  se  essi  soddisfanno  alle 
due  condizioni  seguenti  : 

a)  I  numeri  della  classe  A^  sono  tutti  minori  di  quelli 
della  classe  A^; 

h)  Preso  arbitrariamente  un  numero  razionale  positivo 
<7,  possono  scegliersi  due  elementi  a^,  a,  appartenenti  ri- 
spettivamente alle  due  classi  A^,  A^  e  tali  che  a,— aj<<7. 

Data  una  coppia  di  classi  A^,  A^,  non  può  esistere  più 
di  un  numero  razionale  maggiore  di  tutti  i  numeri  della 
classe  A^  e  minore  di  tutti  quelli  della  classe  A,.  Se  un 
tal  numero  esiste ,  esso  si  chiama  Y  elemento  di  separa- 
zione della  coppia  di  classi.  Nel  caso  contrario  si  dice  che 
la  coppia  Ap  A,  ha  per  elemento  di  separazione  un  nu- 
mero irrazionale  «,  e  si  scrive: 

i^v  ^i)  =  «• 
Comprendendo   quindi  sotto  Y  unico  nome  di  numeri 
reali  i  numeri   razionali  e  gì'  irrazionali ,  può  dirsi  che  : 
ogni  coppia  di  classi  ha  per  elemento  di  separazione  uno 
ed  un  solo  numero  reale. 

2.  Due  numeri  reali  : 

(A„  A,)  =  «,  (5„  B,)  ^  p 

ViTARTi  —  Calcolo  lnfiw(MmaÌ9*  t 
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si dicono  eguali,  se  i  numeri  A^  sono  tutti  minori  dei  nu- 
meri jB„  e  i  numeri  B^  sono  tutti  minori  dei  numeri  A,. 

Se  a  e  p  non  sono  eguali,  si  dice  che  a  è  itìaggiore  di 
p,  0  che  p  è  minore  di  a,  se  la  classe  A,  contiene  ele- 
menti maggiori  di  qualche  elemento  della  classe  5,. 

Può  dimostrarsi: 

a)  Che  i  concetti  di  egicale ,  maggiore  e  minore  così 
introdotti  possiedono  le  proprietà  caratteristiche  di  tali 
concetti  ;  esse  sono  : 

Per  r  eguaglianza  : 
(X  =  a, 

5f^  a  =  p  e  p  =  Y.  a  =  Y; 
Per  la  maggioranza  e  minoranza  : 

Se  a  >  ^,  a  =  a\  ^  =  P,  anche  ot'  >  P', 

Se  a  >  ^,  ^  <  a, 

S^  a  >  P,  P  >  Y,  «  >  Y; 

bj  Che  essi  si  riducono  ai  corrispondenti  concetti  ordi- 
nari quando  i  numeri  a,  p  etc.  sono  razionali  ; 

e)  Che,  se  {A^,A^)==a,  a  è  maggiore  dì  tutti  i  numeri 
A^  e  minore  di  tutti  i  numeri  A^; 

d)  Che ,  dati  due  numeri  reali  a ,  p ,  ha  luogo  uno  ed 
uno  solo  dei  tre  seguenti  casi  : 

a  =  P,  a  >  p,  a  <  p. 

Un  numero  reale  si  dice  positivo  o  negativo ,  secondo- 
che  esso  è  maggiore  o  minore  di  zero. 

Valore  assoluto  d'un  numero  reale  a  =  (A^,  A,)  è  il 
numero  «  stesso  se  esso  è  positivo,  e  il  numero  —  a  = 
(— A„-A,)  se  esso  è  negativo.  Esso  si  indica  con  fa|. 

3.  Conviene  introdurre  nel  campo  dei  numeri  reali  certe 
operazioni  opportunamente  definite,  alle  quali  possono 
darsi  i  nomi  di  addizione,  sottrazione  etc,  perchè  esse 
possiedono  le  rispettive  proprietà  caratteristiche  delle  o- 
perazioni  omonime  dell'  aritmetica,  e  si  riducono  a  queste 
quando  i  numeri  su  cui  si  opera  sono  razionali. 
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Il  concetto  di  coppia  di  classi  si  estende  facilmente 
agli  aggregati  di  numeri  reali;  e  così  pure  si  dimostra 
che  ogni  coppia  di  classi  ammette,  nel  campo  dei  numeri 
reali,  uno  ed  un  solo  elemento  di  separazione. 

Per  lo  sviluppo  della  teoria  qui  accennata  rimandiamo 
alle  Lezioni  di  algebra  complementare  del  prof.  A.  Capelli 
(Napoli,  Pellerano,  1895),  nonché  alla  memoria  dello  stesso 
autore:«Sa^/7io  sidla  introduzione  dei  numeri  irrazionali  col 
metodo  delle  classi  contigue  (Giorn.  di  mat.,  T.  XXXV,  1897). 

4.  I  numeri  razionali  positivi  e  negativi  possono  rap- 
presentarsi sopra  una  retta,  portando,  a  seconda  del  segno, 
a  destra  od  a  sinistra  d'  un  punto  di  essa  preso  come 
origine  le  corrispondenti  lunghf^zze  riferite  ad  una  data 
unità  di  misura.  Se  una  coppia  di  classi  A^,  A^  ha  un 
elemento  di  separazione  razionale,  il  p.  nto  che  lo  rappre- 
senta si  trova  a  destra  di  tutti  i  punti  ^4,  ed  a  sinistra 
di  tutti  i  punti  .4,.  Nel  caso  contrario,  si  ammette  (postu- 
lato di  Dedehind)  che  esista  sempre  un  punto  della  retta 
posto  a  destra  di  tutti  i  punti  A,  ed  a  sinistra  di  tutti  i 
punti  ^,;e  questo  punto  si  considera  come  Timagine  del 
numero  irrazionale  (A^,  /!,).  Così  a  ciascun  numero  reale 
corrisponde  uno  ed  un  solo  punto  della  retta,  e  reci- 
procamente; ossia  V  insieme  dei  j^unti  d'una  retta  ci  dà 
una  rappresentazione  univoca  e  completa  dell'insieme 
dei  numeri  reali. 

Pertanto  noi  parleremo  indifferentemente  di  numeri 
reali  e  di  punti  della  retta  rappresentativa;  e  ])er  segmento 
o  interrano  intenderemo  l'insieme  dei  numeri  rappresen- 
tati da  tutti  i  punti  d'un  segmento  di  quella  retta.  Il 
punto  all'infinito  della  retta  sarà  l'imagine  del  valore  qo. 

5.  Dicevi  intorno  d'un  punto  un  intervallo  di  grandezza 
arbitraria  contenente  (juel  punto.  L'intorno  dicesi  simme- 
trico se  quel  punto  è  il  suo  punto  di  mezzo.  —  Le  due 
parti  in  cui  un  intorno  d' un  punto  ò  diviso  dal  punto 
stesso  si  designano  talvolta  coi  nomi  d'  intorno  a  sinistra 
e  d' intorno  a  destra. 
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Conviene  tentare  di  estendere  la  definizione  d' intorno 
al  punto  all'infinito. 

A  tale  scopo  ricorriamo  ad  un'altra  rappresentazione 
geometrica. 


Descriviamo  un  cerchio  tangente  alla  retta  rappresen- 
tativa nell'origine  0,  e  sia  V  l'estremità  del  diametro 
passante  per  quel  punto.  —  Se  P  è  un  punto  qualunque 
della  retta,  possiamo  far  corrispondere  ad  esso  sulla  cir- 
conferenza il  punto  P  d' intersezione  di  questa  colla  retta 
Z7'P.  Se  QR  è  un  intorno  di  jP,  l'arco  QP R  proiezione 
del  segmento  QR  sulla  circonferenza  potrà  chiamarsi  un 
intorno  del  punto  P\  cioè  potrà  dirsi  intorno  d'un  punto 
della  circonferenza  un  arco  di  ampiezza  arbitraria  conte- 
nente quel  punto.  Dopo  ciò  segniamo  un  intorno  V'W*  del 
punto  U\  e  proiettiamo  V\W'  da  V  sulla  retta  nei  punti 
F,  W,  Poiché  U  può  considerarsi  come  l'imagine  del  pun- 
to all'infinito  della  retta,  e  poiché  la  proiezione  sopra  di 
questa  dell'arco  V*U'W*  é  costituita  dai  due  segmenti  in- 
finiti posti  rispettivamente  a  sinistra  e  a  destra  dei  punti 
y,W,  sarà  naturale  considerare  T  insieme  di  questi  due 
segmenti  come  un  intorno  del  punto  all'infinito.  Si  dirà 
pertanto  intorno  del  punto  all'  infinito  l' insieme  dei  due 
segmenti  infiniti  posti  rispettivamente  a  sinistra  e  a  destra 
di  due  punti  arbitràri  della  retta. 

6.  Se  si  ha  sopra  una  retta  un  insieme  iufinito  di  punti 
(insieme  lineare),  si  dice  punto  limite  dell'insieme  un  pun- 
to avente  la  proprietà  che  in  qualunque  intorno  di  esso 
si  trovano  punti  dell'insieme. 
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-  Tenendo  ferma  la  definizione  poc'  anzi  stabilita  di  in- 
torno del  punto  airintìnìto,  può  dirsi  che  il  punto  all'infi- 
nito  è  punto  limite  d'un  insieme  se,  comunque  si  prenda 
un  segmento  finito,  sempre  esistono  [punti  dell'insieme 
fuori  di  esso. 

Ogni  insieme  lineare  infinito  di  punti  ammette  alme- 
no  un  punto  limite. 

Se  i  punti  deir  insieme  dato  /  non  possono  racchiuder- 
si entro  alcun  segmento  finito,  esso  ha  il  punto  all'infinito 
per  punto  limite.  Supponiamo  ora  che  possa  trovarsi  un 
segmento  finito  AB  contenente  tutti  i  punti  dell'  insieme. 
Diviso  AB  per   metà  in    C,  uno   almeno  dei   tratti   AC, 
CB  conterrà    infiniti   punti  di  L  Se   ciò  ha   luogo  p.  es. 
per  CB ,    si  divida  CB  per  metà  in  L;  uno   almeno  dei 
tratti  CDj  DB  conterrà  infiniti  punti  di   /.  E  cosi  di  se- 
guito. Per  tal  modo  si  viene  a  formare  una  serie  indefi- 
nita d'  intervalli,  di  cui  ciascuno  è  contenuto  nel   prece- 
dente ed  è  la  m^tà  di  esso,  e  che  tutti  contengono  infiniti 
punti  di  J.  Gli  estremi  di  sinistra  e  quelli  di  destra  di  tali 
intervalli  costituiscono  una  coppia  di  classi  A^,  A^.  Infatti, 
poiché  ciascun  intervallo  è  contenuto  nel  precedente,  non 
può  mai  avvenire  che  uno  degli  estremi  di  sinistra  si  tro- 
vi a  destra  di  uno  degli  estremi  di  destra,  sicché  i  numeri 
A^  sono  tutti  minori  dei  numeri  A^,  inoltre,  presa  a  ad  ar- 
bitrio, può  sempre  trovarsi  uno  degrintervalli  il  quale  sia 
minore  di  a,  cioè  possono  trovarsi  due  numeri  appartenenti 
rispettivamente  alle  due  classi  e  la  cui  dififerenzasia  mi- 
nore di  a.  L' elemento  di  separazione  P  della  coppia  di 
classi  A^,  A^  é  un  puntò  limite  deli'insieme.  Infatti,  poiché 
il  punto  P  è  interno  a  tutti  gì'  intervalli  successivamente 
costruiti ,  preso  un  suo  intorno  simmetrico   di   lunghezza 
2^,  ognuno  di  quegli  intervalli  la  cui  lunghezza  sia  mino- 
re di  &  sarà  contenuto  per  intero  in  queirintorno  ;  e  poi- 
ché un  tale  intervallo  contiene  infiniti  punti  di  I,  lo  stesso 
potrà  dirsi  deirintorno  25^.  Pertanto  P  è  un  punto  limite. 
Giova  avvertire   che  un  insieme  di   punti  può   avere 
parecchi  ed  anche  infiniti  punti  limiti.  Così  l'insieme  delle 
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iraagini   di  tutti  i  numeri  razionali  ammette  come  punti 
limiti  le  imagini  di  tutti  i  numeri  reali. 

Successioni 

7.  Dicesi  successione  un  insieme  di  elementi  ordinati 
con  un  certo  criterio ,  per  modo  che,  dati  due  elementi , 
possa  sempre  decidersi  quale  di  essi  preceda  l'altro  (*^).  - 
Esempio:  l'insieme  di  tutti  i  numeri  razionali  disposti  in 
ordine  crescente. 

Dicesi  che  fra  due  successioni  ha  luogo  una  corrispon- 
denza biuniooca  ordinata^  so  gli  elementi  dell'una  sono 
riferiti  a  quelli  dell'altra  per  modo  che  ad  un  elemento 
della  prima  successione  corrisponda  uno  ed  un  solo  ele- 
mento della  seconda  e  reciprocamente,  e  che  due  elementi 
di  una  delle  successioni  si  trovino  nello  stesso  ordine  di 
precedenza  in  cui  sono  i  loro  corrispondenti  nell'  altra 
successione.  —  Esempio:  la  corrispondenza  fra  i  numeri 
reali  disposti  in  ordine  crescente  e  i  punti  d' una  retta 
presi  andando  da  sinistra  a  destra. 

8.  Se  si  ha  una  successione  di  numeri  reali,  e  se  esiste 
una  quantità  a  tale  che,  presa  a  ad  arbitrio,  possa  deter- 
minarsi un  elemento  della  successione  di  cui  tutti  i  suc- 
cessivi differiscano  da  a  in  valore  assoluto  per  meno  di  a, 
si  dice  che  la  successione  ha  per  limite  a. 

Da  questa  definizione  seguo  che,  se  a  non  e  nullo,  può 


n  Neir  opera  già  citala  del  prof.  Capoiii»  di  cui  ci  siamo  assai  giovati  per  la 
compilazione  di  questi  preliminari  analitici,  una  successione  viene  costuntemeole 
denotata  con  a^  ,  a^  ,...  a^  ,.  ..  Con  ciò  si  introduce  una  limitazionejgiacchè  vi  sono 

infinite  successioni  che  non  possono  porsi  sotto  questa  forma  ,  nelle  quali  cioè 
non  esiste  un  primo  elemento,  e  inoltre  dato  un  elemento  qualsiasi  non  può  asse- 
gnarsi l'elemento  immediatamente  successivo.  Tale  p.  cs.  la  successione  formala 
da  tutti  i  numeri  razionali,  positivi  e  negativi,   disposti    in   ordine   crescerne.  Le 

successioni  del  tipo  a^  ,  a^  ,-..  a^  , sono,  secondo  la  terminologia  attualmente 

In  uso,  cUissi  ben  ordinate  Mia  prima  potenza.  -  Del  resto  tutti  i  teoremi  fondamen- 
tali relativi  alle  successioni  possono  dimostrarsi,  come  si  vede  nel  lesto,  senza 
introdurre  alcuna  ipotesi  speciale  sulla  natura  di  esse,  sicché  la  restrizione  ac- 
cennata ò  superflua. 
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trovarsi  un  elemento  di  cui  tutti  i  successivi  sieno  dello 
stesso  segno  di  a.  Basta  infatti  prendere  a  =  |a|;  vi  sarà 
un  elemento  di  cui  tutti  i  successivi  differiranno  da  a  per 
meno  di  \a\  ,  e  quindi  saranno  dello  stesso  segno  di  a. 

Se  si  ha  una  successione  di  numeri  tutti  positivi  (o 
tutti  negativi',  e  se,  e  essendo  una  quantità  positiva  ar- 
bitraria, può  determinarsi  un  elemento  di  cui  tutti  i  suc- 
cessivi sieno  in  valore  assoluto  maggiori  di  e,  si  dice  che 
la  successione  ha  per  limite  +c»  (o    oo). 

9.  La  condizione  necessaria  e  s;ufficiente  'perchè  una 
successione  ammetta  un  limite  finito  è  che,  presa  ad  ar^ 
bitrio  una  quantità  positiva  a  j  possa  determinarsi  un  e- 
lemento  della  successione  che  di/ferisca  da  qualunque  dei 
successioi,  in  calore  assoluto,  j^er  meno  di  a 

Se  la  successione  ammette  un  limite  finito  a,  presa 
ad  arbitrio  una  quantità  positiva  a,  si  potrà  trovare  un 
elemento  e  della  successione,  di  cui  ogni  successivo  diffe- 
risca da  a  in  valore  assoluto  per   meno  di  — .  Sia  c^  un 

elemento  successivo  a  e,  e  denotiamo  con  e,  qualunque 
elemento  successivo  a  Cj.  Avremo: 


Ic,-al  <  g-         Ic,-a|<|-; 

ma: 

quindi  : 

[Cj-c,|<ic,-al+|c,— o|, 

ki-c,|  <  a. 

Abbiamo  cioè  determinato  un  elemento  c^  il  quale  dif- 
ferisce da  ogni  suo  successivo,  in  valore  assoluto,  per  me- 
no di  a. 

Supponiamo  reciprocamente  che  ciò  sia  possibile  per 
qualunque  a. 

Presa  una  serie  indefinita  di  quantità  positive  ct,,  a„ 
cTj,...,  tali  che  sia: 

(7,    >   2<7„   <7,    >   2(73,..., 
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potremo  determinare  elementi  c^,  e,,  e,,...  della  succes- 
sione tali  che  a  differisca  da  qualunque  suo  successivo, 
in  valore  assoluto,  per  meno  di  a,- .  Le  quantità: 


^i'T^it   ^i+^t)   Ct+^»> • 

formano  una  coppia  di  classi  A^,  A^.  Infatti,  secondochè  Ck 
è  successivo  a  Ci.  o  viceversa,  si  ha: 

\Ci  —  Ck  J<  Ci  0  \Ci  —  Ck  |<  (Jk  j 

quindi  in  ogni  c^o: 

\Ci  —  Ck\<  <Ji  +  (Jk, 

da  cui: 

Ci  ^  Ck<  (Ji  +  (Jk  , 

ossia: 

Ci  --  (Ji  <  Ck+  (Jk, 

sicché  tutti  i  numeri  della  classe  A^  sono  minori  di  qua- 
lunq^ie  numero  della  classe  -A,.  Inoltre,  data  ad  arbitrio 
una  quantità  positiva  a,  si  può  trovare  un  numero  in- 
tero positivo  r  abbastanza  grande  perchè  sia: 


2r-S 

>^-- 

sarà  allora: 

'''       <r 

', 

2r-«     < 

ed  a  maggior  ragione 

2ar< 

<7 

Ora  i  due  elementi  Cr^  ar ,  Cr+  or  delle  classi  Aj,  A^ 
differiscono  tra  loro  di  2<7r ,   quindi  la  loro  differenza  è 
minore  di  or,  il  che  prova  che  Aj  e  A,  hanno  anche  la  se- 
conda proprietà  caratteristica  delle  coppie  di  classi. 
Sia  a  il  numero  definito  dalla  coppia  A^  A{, 

a  =  (A,  AJ. 
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Presa  una  quantità  positiva  arbitraria  a,  determiniamo  il 
numero  intero  r  in  modo  che  sia: 


da  cui: 

"'   <" 

2r^  ^  3  ' 

e  a  maggior  ragione; 

(7 

Indicando  con  Cr  uno  qualunque  degli  elementi  suc- 
cessivi a  Cr  ,  e  considerando  che  a  è  maggiore  di  tutti 
gli  elementi  A^  e  minore  di  tutti  gli  elementi  A^^  si  ha: 

\Cr  —  Cr   [    <   (7r  ,   [Cr  —  a  |.   <    2(7r  , 

da  cui: 

I  Cr     —  a  [    <  3(7r  , 

e  quindi: 

I  Cr  —  a  I    <   (7. 

Adunque  a  è  il  limite  della  successione. 

lo.  Il  teorema  dell'  art.  precedente  può  porsi  sotto  una 
forma  alquanto  diversa: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una  suc- 
cessione ammetta  un  limite  finito  è  che,  presa  ad  arbi- 
trio una  quantità  positiva  a,  possa  determinarsi  un  ele- 
mento della  successione  tale  che  la  difl'erenza  tra  due 
qualunque  degli  elementi  ad  esso  successivi  sia  in  va- 
lore assoluto  minore  di  a. 

L' equivalenza  delle  due  condizioni  si  dimostra  facil- 
mente. 

Se,  presa  a  ad  arbitrio,  può  determinarsi  un  elemento 
e  tale  che  la  diflferenza   fra  esso  e    qualunque   altro   ad 

esso  successivo  sia  in   valore  assoluto  minore  di  ^,  de- 
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notando 

con 

Cj,  e,  due 

elementi 

qualunque 

successivi 

a 

e.  sarà: 

\c-c,\  < 

<7 

^,  ic-c, 

'         2  ' 

e  quindi: 

D'altra  parte  se,  presa  a  ad  arbitrio,  può  determinarsi 
un  elemento  e  tale  che  la  differenza  fra  due  elementi 
qualunque  e,,  e,  ad  esso  successivi  sia  minore  di  a  in  va- 
lore assoluto,  tenendo  fisso  e,  e  prendendo  per  e,  qua- 
lunque elemento  successivo  a  c^  potrà  dirsi  clic  e,  differi- 
sce da  qualunque  suo  successivo  in  valore  assoluto  per 
meno  di  a. 

Il,  Se  fra  gli  eie  nienti  di  due  successioni  S^  T^  che 
amìnettono  rispetti r amente  i  limiti  a,  b,  esiste  una  cor- 
Hsjjondenza  hiuniooca  ordinataj  e  se  ciascun  eleinento  di 
S  è  eguale  o  uiaggiore  dell  elemento  corrisjìondente  di 
T,  a  non  puÀ)  essere  fninore  di  b. 

Supponiamo  infatti  a<b,  e  sia  6  — a  =  ^.  Potrà  de- 
terminarsi un  elemento  e  di  S  tale  che  tutti  i  suoi  suc- 
cessivi differiscano  da  a  in  valore  assoluto  per  meno  di 

-p,  e  quindi  sieno  minori  di  —  J^^;  e  parimenti  potrà  de- 
terminarsi un  elemento  d  di  T  tale  che  tutti  i  suoi  suc- 
cessivi  differiscano  da  h  per  meno  di  -:^,  e  quindi   sieno 

maggiori  di  — ^--.  Tutti  gli  elementi   di  S  successivi  a 

r,  e  i  cui  corrispondenti  in  T  sono  successivi  a  d,  saran- 
no minori  dei  loro  corrispondenti,  il  che  contraddice  al- 
l' ipotesi  del  teorema. 

Come  caso  particolare  :  Se  tutti  gli  elementi  d' una 
successione  S  sono  maggiori  (minori)  d' una  quantità  fi- 
nita g,  //  limile  a  della  successione,  se  esiste,  noti  è  mi- 
nore (maggiore)  di  g. 

Basta  prendere  per  T  una  successione  formata  di  in- 
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finiti  elementi  tutti  eguali  a  g;  il  limite  di  essa  ò  eviden- 
temente g  stesso,  e  quindi  si  ha:  a>  g. 

Per  esempio:  Il  limite  d*  una  successione  di  elementi 
tutti  positivi  (negativi)^  se  esiste,  è  nullo  o  positivo  (ne- 
gativo), 

12.  Una  successione  si  dice  crescente  (decrescente),  se 
ogni  elemento  di  essa  è  minore  ("maggiore^  di  qualunque 
suo  successivo.  —  Una  successione  si  dice  generalmente 
crescente  (generalmente  decrescente),  se  ogni  elemento 
di  essa  è  eguale  o  minore  (eguale  o  maggiore)  di  qualun- 
que suo  successivo. 

Per  tali  successioni  ha  luogo  il  seguente  teorema: 

Una  successione  generalmente  crescente  o  geìieral- 
mente  decrescente  ammette  sempre  un  limite. 

Basterà  dimostrare  il  teorema  in  uno  solo  dei  due  casi. 

AbbiavSi  una  successione  generalmente  crescente.  Se, 
comunque  si  prenda  una  quantità  g,  sempre  esiste  un  e- 
lomento  della  successione  maggiore  di  g,  tutti  gli  ele- 
menti successivi  ad  esso  saranno  pure  maggiori  di  g,  e 
la  successione  avrà  il  limite  +00. 

Se  invece  può  trovarsi  una  quantità  g  più  grande  di 
tutti  gli  elementi  della  successione  S  considerata,  presa 
una  quantità  e  non  maggiore  di  tutti  gli  elementi  di  S, 
e  scelta  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  a,  si  divida 
r  intervallo  eg  in  n  parti  eguali  ^^,  5^,,..,  ^n ,  essendo  n 
preso  in  modo  che  ciascuna  delle  parti  sia  minore  di  a. 
Il  tratto  S'i  contiene  certo  elementi  di  S;  supponiamo  che 
ciò  abbia  luogo  per  5^^,  5*,,..,  ^r ,  dove  r  può  essere  uno 
qualunque  dei  numeri  1,  2,.,,n,  Se  e  è  un  elemento  con- 
tenuto in  ^r ,  tutti  gli  elementi  ad  esso  successivi  giace- 
ranno necessariamente  in  dr ,  e  però  la  ^differenza  tra  e 
e  qualunque  elemento  ad  esso  successivo  sarà  in  valore 
assoluto  minore  di  a,  il  che  prova  (art.  9)  V  esistenza  del 
limite. 

Può  aggiungersi  che:  Nessun  elemento  d'  una  succes-* 
sione  generalmente  crescente  (generalmente  decrescente) 
è  raaggioìx  (minore)  del   limite  della  successione.   In- 
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fatti,  limitandoci  al  primo  caso,  se  un  elemento  e  della 
successione  fosse  maggiore  del   limite  a,  posto  c  —  a^=d, 

si  avrebbe  per   qualunque  elemento  e  successivo  a  e  : 

c^a  >  d, 
sicché  a  non  potrebbe  essere  il  limite  della  successione. 

Limite  superiore  e  inferiore  d'  un  insieme 

13.  Se  si  ha  un  insieme  finito  di  numeri,  fra  questi  ve 
n'  ha  sempre  uno  più  grande  ed  uno  più  piccolo  di  tutti 
gli  altri,  cioè  v'  ha  sempre  un  ìuassirao  ed  un  minimo. 

Lo  stesso  non  avviene  necessariamente  por  un  insieme 
infinito.  Per  esempio  T  insieme  di  tutti  i  numeri  razionali 
maggiori  di  0  e  minori  di  1  non  ammette  nò  massimo  né 
minimo. 

Conviene  pertanto  introdurre  un  nuovo  concetto:  quel- 
lo di  limite  superiore  e  inferiore. 

Dicesi  limite  superiore  (inferiore)  d'  un  insieme  infi- 
nito di  numeri  un  numero  tale,  che  nessun  elemento  del- 
l'insieme  sia  maggiore  (minore)  di  esso,  e  che  tuttavia, 
presa  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  a,  esistano  ele- 
menti deir  insieme  che  differiscano  da  esso  in  valore  as- 
soluto per  meno  di  <7. 

Neir  esempio  testò  citato  il  limite  supcriore  é  1,  V  in- 
feriore è  0. 

Può  avvenire  che  il  limite  superiore  o  inferiore  d'un 
insieme  sia  un  elemento  dell'  insieme  stesso;  allora  esso 
prende  il  nome  di  massimo  o  di  minimo. 

Così  r  insieme  dei  numeri  razionali  non  minori  di  0  e 
non  maggiori  di  1  ammette  per  massimo  1  e  per  minimo  0. 

Ricorrendo  alla  solita  rappresentazione  dei  numeri  reali 
mediante  punti  d' una  retta,  si  può  enunciare  la  defini- 
zione precedente  come  segue: 

Se  si  ha  sopra  una  retta  un  insieme  infinito  di  punti  /, 
e  se  un  punto  a  ha  la  proprietà  che  nessun   punto  di  / 
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si  trova  a  destra  (a  sinistra)  di  esso,  mentre  in  ogni  in- 
torno a  sinistra  (a  destra)  di  esso  vi  sono  punti  di  /,  si 
dice  che  a  è  il  limite  superiore  (inferiore)  dell'  insieme. 

Posta  sotto  questa  forma,  la  definizione  ha  il  vantaggio 
di  potersi  estendere  immediatamente  al  caso  in  cui  a  sia 
il  punto  air  infinito  della  retta.  Ricordando  la  definizione 
di  intorno  del  punto  all'intìnito,  può  dirsi  in  questo  caso  che: 

Un  insieme  di  punti  posti  sopra  una  retta  ha  per  li- 
mite superiore  (inferiore)  il  punto  all'  infinito,  quando,  co- 
munque si  prenda  un  punto  g  sulla  retta,  sempre  si  tro- 
vano a  destra  (a  sinistra)  di  esso  punti  dell'  insieme. 

E  ritornando  dalla  forma  geometrica  alla  forma  arit- 
metica: 

Un  insieme  di  numeri  reali  ha  por  limite  superiore 
(inferiore)  +00  (— oo),  quando,  comunque  si  prenda  un 
numero  g,  sempre  esistono  elementi  dell'insieme  maggiori 
(minori)  di  g. 

14.  Un  insieme  di  numeri  ammette  sempre  un  limite 
superiore  ed  un  limite  inferiore;  e  tali  limiti  sono  unici. 

Basterà  sviluppare  la  dimostrazione  pel  ^olo  limite  su- 
periore. 

Se  r  insieme  considerato  è  finito,  0,  pure  essendo  in- 
finito, ammette  un  massimo,  questo  è  il  suo  limite  supe- 
riore; ed  esso  è  unico. 

Abbiasi  ora  un  insieme  infinito  /,  il  quale  non  am- 
metta un  massimo,  cioè  sia  tale  che,  preso  un  elemento 
qualunque  dell'  insieme,  ne  esistano  altri  maggiori  di  esso. 
Imaginando  gli  elementi  di  /  disposti  in  una  successione 
generalmente  crescente,  e  detto  a  il  limite  di  questa  suc- 
cessione, il  quale  esiste  sempre  (art.  12),  nessun  ele- 
mento di  1  sarà  maggiore  di  a  (ivi),  e  in  qualunque  in- 
torno a  sinistra  di  a  vi  saranno  elementi  di  /,  cioè  a 
sarà  il  limite  superiore  dell'  insieme.  Parimenti,  se  la  suc- 
cessione ha  per  limite  +^>  ^^  ogni  intorno  a  sinistra  del 
punto  air  infinito  si  troveranno  punti  di  /,  e  quindi  +00 
sarà  il  suo  limite  superiore. 

Di  qui  risulta  pure  1'  unicità  del  limite   superiore.  Del 
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resto  è  facile  vedere  che,  supponendo  Y  esistenza  di  due 
limiti  superiori  diversi  a  e  b,  si  cadrebbe  neir  assurdo; 
infatti,  supposto  a<6,  per  essere  a  limite  superiore,  nes- 
sun elemento  deir  insieme  poti'ebbe  trovarsi  a  destra  di  a, 
mentre,  per  essere  b  limite  superiore,  dovrebbero  esistere 
elementi  dell'  insieme  compresi  tra  a  e  b. 

15.  Il  limite  superiore  (inferiore)  d' un  insieme  di  mi- 
meri  tutti  minori  (maggiori)  d'un  certo  numero  p  non 
pud  essere  muggiore  (minore)  di  questo  numero. 

Infatti,  se  il  limite  superiore  L  fosse  maggiore  di  p, 
dovrebbero  esistere  elementi  dell'  insieme  compresi  fra 
L  e  p,  e  quindi  maggiori  di  p. 

In  particolare:  Il  limite  superiore  (inferiore)  d' un  in- 
sieme, di  numeri  negativi  (positivi)  non  può  essere  po- 
sitivo (negativo), 

16.  Enunciamo  ancora  i  seguenti  teoremi,  assai  facili 
a  dimostrarsi: 

Se  L,  1  sono  i  limiti  superiore  ed  iìiferiore  d'un  in- 
sieme I,  quelli  delV  insieme  i  cui  elementi  sono  i  numeri 
di  I  mutati  di  segno  sono  — 1,--L. 

Se  L,  1  som  i  limiti  superiore  ed  inferiore  d'  un  in- 
sieme I  di  numeri  aventi  tutti  lo  stesso  segno,  quelli  dello 

insieme  formato  dai  reciproci  dei  numeri  di  I  sono^y^- 

Se  L,  1  sono  i  limiti  superiore  ed  inferiore  d' un  in- 
sieme, il  limite  supemore  dell'insieme  formato  dai  valori 
assoluti  degli  elementi  di  I  è  il  più  grande  dei  numeri 
|L|,|1|,  0,  se  essi  sono  eguali,  il  loro  valore  comune,  e  il 
suo  limite  inferiore  non  è  mai  maggiore  del  piti  piccolo 
di  questi  due  numeri,  o,  se  essi  sono  eguali,  del  loro  va- 
lore comune. 
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Funzioni  d'una  variabile 

17.  Se  due  quantità  x,  y  variano  insieme,  in  modo  die 
a  (ciascun  valore  di  x  compreso  in  un  certo  intervallo 
corrisponda  un  valore  unico  e  determinato  di  y,  si  dice 
che  y  è  funzione  di  x  in  queir  intervallo.  Si  scrive: 

Il  concetto  di  funzione  è  indipendente  dall'  esistenza 
cV  un  legame  analitico  fra  le  due  quantità  x,  y.  Però 
spesso  le  funzioni  sono  definite  mediante  operazioni  a- 
ritmetiche  in  numero'  finito  o  infinito  da  eseguirsi  sulla 
rariabile  indipendente  x.  È  noto  in  particolare  che  cosa 
s' intenda  per  funzioni  trascendenti,  algebriche,  razionali 
e  razionali  intere, 

L' insieme  dei  valori  d' una  funzione  in  un  intervallo 
in  cui  essa  è  definita  ammette  un  limite  superiore  L  ed 
un  limite  inferiore  /,  che  diconsi  appunto  limite  superiore 
e  inferiore  della  funzione  in  quell'  intervallo.  La  diffe- 
renza Z— /=  D  è  Y  oscillazione  della  funzione  neir  inter- 
vallo stesso. 

18.  L'oscillazione  d'una  funzione  in  un  intervallo  è 
il  limite  superiore  dei  valori  assoluti  delle  differenze  dei 
valori  che  prende  la  funzione  nei  diversi  punti  dell'  in- 
tervallo, 

Sieno  x^,  x^  due  punti  qualunque  deir  intervallo,  e 
sia  p.  OS.: 

Ax,)^f(x,\ 

denotando  con  L,  l,  D  i  limiti  superiore  e  inferiore  e 
r  oscillazione  della  funzione  neir  intervallo  considerato, 
sarà: 

f(0G,)<L    ,    ax,)>l 
quindi: 
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ossia: 

D' altra  parte,  presa  a  ad  arbitrio,  si  possono  sempre 
scegliere  due  punti  x^y  x^  in  modo  che  sia: 

donde: 

Aa?,)-/(a?.)>i)-<j. 

Le  due  relazioni  trovate  dimostrano  il  teorema. 

19.  jS^  il  limite  superiore  {inferiore)  d' una  funzione 
in  un  intervallo  ab  è  L  (1) ,  ^  se  V  intervallo  si  divide 
in  dite  parti  ac,  cb,  il  limite  superiore  (inferim^e)  in  ima 
di  queste  è  precisamente  L(l),  e  nelV  olirà  è  <L(>1). 

Sieno  //p  L,  i  limiti  superiori  della  funzione  negl' in- 
tervalli ac,  cb.  Se  fosse  p.  es.  L^  >Z>,  la  funzione  prenderebbe 
neir  intervallo  ^ac  valori  differenti  da  L^  per  meno  di 
L^—L,  ossia  maggiori  di  L,  il  che  è  impossibile.  D' altra 
parte,  se  L^  ed  L,  fossero  minori  di  L,  supposto  p.  es. 
L^>L^,  in  nessuno  dei  due  intervalli  parziali  la  funziono 
prenderebbe  valori  maggiori  di  i„  e  quindi  L,  che  è  più 
grande  di  Xj,  non  potrebbe  essere  il  limite  superiore  nel- 
r  intero  intervallo. 

Il  teorema  si  estende  immediatamente  al  caso  in  cui 
r  intervallo  è  diviso  in  un  numero  finito  qualunque  di 
parti. 

Un'  altra  forma  del  teorema  è  la  seguente:  Se  L„  L„..,Lo 
(1^,  1,,..,  In  )  sono  i  limiti  superiori  (inferiori)  di  una  fun- 
zione in  n  intervalli  contigui  ac^,  CiC,,...,  Cnb,  il  limite 
superiore  (inferiore)  di  essa  nelV  intei^allo  totale  ab  è 
eguale  al  più  grande  (piccolo)  di  quei  numeri. 

20.  L' oscillazione  d'  una  funzione  in  ima  parte  d'un 
intervallo  non  è  mai  maggiore  della  sua  oscillazione  nel- 
l'intero  intervallo. 

Questo  teorema  è  una  conseguenza  immediata  del  pre- 
cedente, 
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Se  D,,D,  sono  le  oscillazioni  d'una  fun^iione  nei  dice 
intervalli  contigui  ac,  cb,  V  oscillatone  nelV  intiero  in- 
ter  callo  ab  non  supera  D,4-Dr 

Sieno  LJ^,L^,l^,L,l  i  limiti  superiori  e  inferiori  negl'in- 
tervalli ac,cb,ab.  Supposto  /,<?,,  ne  segue   (art.    19)  l=l^. 
Dopo  ciò,  se  Z/j^L,,  si  ha  /.=L„  quindi  D=^D^^D^'^-D^, 
Se  invece  L^<CL^,  si  ha  i^L„  quindi: 

ma.  e  appartenendo  ad  ambi  i  tratti  ac,c6,  si  ha: 
l,<f(c)<L„  l^ffc)<L„ 

e  per  conseguenza  l^'<L^,  D^L^—l^+D^:=sD^+JD^, 

21.  Si  dimostrano  facilmente  ì  seguenti  teoremi: 

Se  i  limiti  superiori  ed  infeyHori  delle  funnoni  fl[x), 
<p(x\  f(x)  4-  f(x)  in  un  intervallo  ab  sono  rispettivamente 
L\V;L\r\LX  si  ha: 

L<L'+L",1>I'+1". 

Se  le  funzioni  f{x),  ^(x)  sono  sempre  positive  in  un 
ititervallo  ab,  r.  se  L',r;L",r'  sono  rispettivamente  i  loro 
limiti  superiori  e  inferiori  in  questo  intervallo,  mentre 
L,  1  sono  quelli  del  prodotto  f{x)  (p(x),  si  ha: 

L<L'i/',i>n". 

Se  i  limiti  superiore  ed  inferiore  d'  una  funzione  fl[x) 

in  un  intervallo  ab,  in  cui  essa  ha  sempre  lo  stesso  segno, 

1  1     1 

sono  L,  1,  quelli  della  fan: ione  ^r— -  sono  -r-,  -j-. 

22.  Se  L,  1  sono  i  limiti  superiore  ed  inferiore  d'u- 
na funzione  in  un  Inter  vallo,  esiste  nelV  intervallo  al- 
meno  un  punto  tale,  che  il  limite  superiore  della  fun- 
zione in  qualunque  intorno  di  esso  sia  L,  ed  almeno  un 
punto  analogo  pel  limite  inferiore. 
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Dividasi  r  intervallo  considerato  per  metà;  in  una  al- 
meno delle  due  parti  il  limite  superiore  sarà  L  (art.  19). 
Dividasi  questa  parte  per  metà;  e  così  di  seguito.  Ragio- 
nando come  neir  art.  G,  si  verrà  a  stabilire  T  esistenza 
d' un  punto  p,  qualunque  intorno  del  quale  contiene  in- 
tervalli in  cui  il  limite  superiore  è  L,  Quindi,  preso  un 
intorno  qualunque  del  punto  p,  il  limite  superiore  della 
funzione  in  esso  non  può  essere  minore  di  L\  ma  esso 
non  può  neppure  essere  maggiore  di  L\  quindi  è  neces- 
sariamente eguale  ad  L. 

Analogamente  pel  limite  inferiore. 


Teoremi  sui  limiti 

23.  Abbiasi  una  funzione  f(x),  e  sia  e  un  punto  inter- 
no deir  intervallo  in  cui  essa  ò  definita.  Preso  un  intor- 
no de  del  punto  e  tutto  contenuto  in  queir  intervallo,  si 
dica:  S'  la  successione  dei  valori  reali  dell'  intervallo  de 
(l'estremo  e  escluso)  disposti  in  ordine  crescente,  S" 
quella  dei  valori  reali  deir  intervallo  ec  {Y  estremo  e 
escluso)  disposti  in  ordine  decrescente,  T  la  succes- 
sione dei  valori  di  f(x)  corrispondenti  ordinatamente 
ai  valori  S'  di  x,  T"  quella  dei  valori  di  f(x)  corrispon- 
denti ordinatamente  ai  valori  *S'"  di  .r.  vSe  la  successione 
T  ammette  un  limite  a,  questo  si  dice  limite  di  f(x)  a 
sinistra  del  punto  e,  e  se  la  successione  T"  ammette  un 
limite  a\  questo  si  dice  limite  di  fl[x)  a  destra  del  punto 
e.  Se  a'=a",  detto  a  il  loro  valore  comune,  questo  si  chia- 
ma il  limite  di  l(x)  nel  punto  e. 

Si  scrive: 

lim    f(x)=a\  lim    f(x)=ma",  lim  f(x)=  a, 

flj=c-0  «=:c-hO  <r=c 

Se  c=oo,  si  dovrà  prendere  per  de  un  intorno  del 
punto  air  infinito. 

La  definizione  precedente  può  porsi  sotto  altra  forma. 
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Poiché  a!  è  il  limite  della  successione    T\  presa  a  ad  ar- 
bitrio, si  potrà  trovare  un  elemento  Y  tale  che   tutti  gli 
elementi  ad  esso  successivi   differiscano  da  ol  per  meno 

di  cr.  Detto  It;  l'elemento  di  S  corrispondente  all'elemento 

^di  T',  gli  elementi  successivi  adi/  saranno  i  valori  che 

prende  la  funzione  pei  valori  di  x  compresi  neirintervallo^c. 
Quindi  la  definizione  di  limite  può  enunciarsi  così:  o!  è 
il  limite  di  f(x)  a  sinistra  di  e  se ,  presa  a  ad  arbitrio, 
può  determinarsi  un  intorno  a  sinistra  di  e  tale  che  i 
valori  che  prende  in  esso  la  funzione  differiscano  da  a',  in 
valore  assoluto,  per  meno  di  a.  Analogamente  per  a".  In- 
fine a  è  il  limite  di  f(x)  in  e  se,  presa  a  ad  arbitrio,  può 
assegnarsi  un  intorno  di  e  tale,  che  i  valori  presi  da  f(x) 
in  tutti  i  punti  di  esso  diversi  da  e  differiscano  da  a,  in 
valore  assoluto,  per  meno  di  a.  In  forniola,  supposto  l'in- 
torno simmetrico  e  di  ampiezza  2z  : 

I  f(x)  ^a\<i(3       per       0 <  | a?  —  e  )  <  e. 

Invece  delia  diseguaglianza  precedente  può  scriversi 
r  eguaglianza  : 

f(x)  =  a  +  a<s/ 

dove  a  denota  una  quantità  variabile  con  x  ma  sempre 
compresa  tra  —1  e  +1. 

24.  Se,  mentre  x  tende  verso  e  in  senso  crescente  (de- 
crescente), f(x)  è  generalmente  crescente  e  sempre  mi- 
nore di  ima  quantità  finita  g,  od  è  generalmente  decre- 
scente e  setìij)re  maggiore  di  una  quantità  finita  g,  e- 
siste  ed  è  finito  il  limite  di  f(x)  a  sinistì^a  (destra)  di  e. 

Giacché  in  tal  caso  la  T  (la  T")  soddisfi  alle  condi- 
zioni del  teorema  dell'  art.  12. 

25.  Se  può  assegnarsi  un  intorno  del  punto  e  entro  il 
quale  il(x)  non  è  mai  negativa  (pìositiva)^  il  limite  di  f(x) 
nel  punto  e,  se  esiste^  non  può  essere  negativo  (positivo) 
(cfr.  l'ultimo  teorema  dell'art.  11).  —   Reciprocamente, 


Digitized  by  VjOOQIC 


^-  36  - 

se  il  limite  d'  una  funzione  ^x)  nel  punto  e  è  j^ositivo 
(negativo),  può  assegnarsi  un  intorno  del  punto  e  entro 
il  quale  la  funzione  è  sempre  positiva  (negativa)  (cfr. 
art.  8). 

26.  Se: 

lina  9  (x)  =  lim  «p  (x)  =  a, 

e  se  per  tutti  i  punti  x  d'  un  certo  intorno   di  e  si  ha: 

9(x)  <  f(x)  <  4^(x), 
allora  si  ha  anche: 

lim  f(x)  =  a. 

Supponiamo  che  f(x)  non  ammetta  limite,  o  tenda  ad 
un  lìmite  diverso  da  a;  allora  potrà  assegnarsi  una  certa 
quantità  a  tale,  che  in  qualunque  intorno  di  e  esistano 
valori  di  ffx)  i  quali  differiscano  da  a,  in  valore  assoluto, 
per  più  di  a.  D'altra  parte  può  prendersi  un  intorno  e  di 
e  tale,  che  in  tutti  i  punti  di  esso  (p(x)  e  f\^(x)  differiscano 
da  a,  in  valore  assoluto,  per  meno  di  g.  Pertanto  esiste- 
ranno certamente  neir  intorno  e  dei  punti  nei  quali  sa- 
ranno verificate  insieme  le  seguenti  condizioni: 

a—(j<:  9  (x)<:a+(7,  a--(j<:^(x)<  a+-a,  \  f(x)  —  a  (  xr, 
ma  dalle  due  prime,  e  dalle  ipotesi  del  teorema,  segue  : 

a-fs  <f(x)  <a  +  (7, 
ossia: 

l/Ta?;  — a|<a, 

che  è  in  contraddizione  con  un  risultato  già  ottenuto. 

27.  Se  lim  f(x)=a,  lim  efl[x)  =  ea,  dove  e  è  una  costante 

x=c  x=c 

qualunqy^e. 

Infatti,  poiché,  presa  a  ad  arbitrio,  si  può  trovare  un 
intorno  e  di  e  in  tutti  i  punti  del  quale: 

\f(x)^a]<  ^, 
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ne  segue,  per  tutti  i  punti  dell'  intorno  stesso: 
I  ef(x)  —  ea\  <  a. 
28.  Se  lina  ffx)-^  e  lim  9(^)=h,  lim.  [  f(x)±  9(x)  ]  =  a+b. 

x=c  x=c  x=c 

Poiché,  presa  a  ad  arbitrio,  può  trovarsi  un  intorno  s^ 
di  e  in  tutti  i  punti  del  quale: 

f(xj  =  a+a  l  (dove  —1  <a<l), 
ed  un  altro  intorno  e,  in  tutti  i  punti  del  quale: 

<p(co)  =  à  +  ^^    (dove~l<p<l), 
ne  segue  nella  parte  comune  agi'  intorni  e,,  e,: 

rCoo)±?(x)  =  a±b+{a±^)^; 
ma  1  a  ± p  I  <2,  sicché  si  ha: 

29.  Se  lim  f(x)=a  ^  hm  (p(x)  =  b,  lim  [  f(x)(p(x)  ]  =ab. 

x^=c  x=c  x=c 

Comunque  si  prenda  t,  può  trovarsi  un  intorno  e^  di  e 
in  tutti  i  punti  del  quale  sia  : 

f(xJ  =  a  +  aT  (dove  —  1  <  a  <  1), 
ed  un  altro  e,  in  tutti  i  punti  del  quale  sia  : 

^(x)=-b  +  ^  (dove  — l<p<l). 
Nella  parte  comune  agr  intorni  e,,  e,  sarà: 

f(x)<p(x)  =  aò+Tra^  +  b(x  +  a^TX 

ossia,  tenuto  conto  che  |  «  |<  1,  |  ^  1  <  1,  e  che  il  modulo  di 
una  somma  non  è  mai  maggiore  della  somma  dei  moduli: 

\rCx)^(x)^ab\<T([a\+\b]  +  T). 
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Ora,  dato  arbitrariamente  a,  potrà  scegliersi  t  in  modo 
che  sia: 


0<T<1 


T< 


W+l&l+i' 
sarà  allora: 

T(\a\+\b\+T)<^  (a\+b\+l)«7, 
e  quindi,  a  maggior  ragione: 

\r(x)<f(x)-ab[<<j. 

30.  Se  lim  %x)  =  a^  0,  lim  -J^  ==  ^. 

x=c  x=c    H^)  9* 

Qualunque  sia  t,   può  trovarsi  un  intorno  e  di  e   in 
tutti  i  punti  del  quale  sia: 


f(x)  =  a  +  «T       (dove  —1  <a  <1); 


ne  segue: 


e  quindi: 


1 


1  —  «T  —  «T 


f(xj       a       af(x)       afa+a^y 


1  1  I 


f(x)        a\  ^  |ai!a+«Tr 

Ora,  dato  arbitrariamente  a,  potrà  prendersi  t  in  mo- 
do che  sia: 


.='1' 


2 


ne  segue: 


e  quindi: 


ia-faT|>|a|— T> 


\a\ 
2' 


1 


f(xj        a 


^W^''' 
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31.  Se  lim  fl[x)=a  e  lim  9(x)=b9£0,  lim  -^  =  -^. 

x=c  x=c  x=c   9v^)  "^ 

Si  ha  (art   30): 


,.        1  1 

hm    -7—  =  — , 


e  quindi  (art.  29): 


lim  ^  =  li7n  [f(x)^l  =  lim  f(x)lim-^,  =-|^. 


32.  Dai  teoremi  testé  dimostrati  risulta  il  seguente: 
Se: 

lim  t\(x)  =  a.^ ,  lim  f,(x)  =  a„  lim  f8(x)  =  a,,..., 

Xr=C  X=:C  X=C 

e  se  R  è  una  funzione  7'azionale  dei  suoi  argomenti j  si  ha: 
lim  R  [  f,(x),  f,(x),  f,(x)„...  J  =  R  (a,  a„  a„ ), 

purché  nessuno  dei  divisori  che  si  presentano  nelle  va- 
rie divisioni  facenti  parte  del  complesso  di  operazioni 
razionali  designato  con  R  abbia  per  limite  zero  al  ten- 
dere di  X  a  e. 

33.  Se  lim  fl[x)  =  a ,   e  se  b   è  un   numero  positivo, 

x=c 

lim  hW  =  b» . 

x=c 

Presa  t  comunque,  può  trovarsi  un  intorno  di  e  in  cui: 
\f(x)-a\<T, 
quindi,  supposto,  per  fissare  le  idee,  6>1: 

I  ff^J  -  a  I 

ossia: 
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Ora,  data  a  ad  arbitrio,  per  un   teorema  d'algebra  (*) 
può  trovarsi  una  quantità  positiva  t  tale  che  sia: 

Ne  segue: 

Ma,  se  p  é  una  quantità  positiva  minore  di  1,  si  lia: 

1  >  l-p»=  {1-pj  (1+p), 
da  cui: 

1 


1+P 


>  1-p. 


Potremo  quindi  scrivere,  per  a  abbastanza  piccolo  perchè 
sia  a6-«  <  1: 

ossia: 

relaziono  che  dimostra  Y  asserto. 

34.  Se  lim  f{x)  =  Si  e  lim  9(x)  =  b>o,  lim  9  x)W=b«  . 

X=sC  x=c  x=c 

Qualunque  sia  a,  possono  sempre  trovarsi  due  numeri 
interi  (positivi,  nulli  0  negativi)  differenti   fra  loro  di    2 
unità,  e  tali  che  a  sia  compreso  fra  essi;   sieno  questi  m 
ed  m4-2.  Si  potrà  dopo  ciò  assegnare  un   intorno  e  di  e 
in  tutti  i  punti  del   quale  f{x)  sia   compresa   fra  m  ed 

m+2;  nei  punti  di  questo  intorno/ ^T?^  J     sarà  compresa 


n  V.  per  es.  Capelli,  Mem.  cit. 
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tra  I  ^''^^  \      e(  ?(:!>!  J^       Ora,  qualunque  sieno  i  numeri 
interi  m  ed  '#?i'-j-2,  si  ha: 

lilli 


(¥^)Y    e/^?!^!"'*"' Ora,  qualunqi 


^\h)     \^=^    b  )      ""'  x^\  b'j       \««     b   /      ' 

ciò  risulta,  per  numeri  positivi,  dal  teorema  dell'  art,  29, 
per  numeri  negativi,  da  questo  teorema  combinato  con 
quello  dell'art.  30.  Ne  segue  (art.  26): 


^=^\  b  ) 


ossia  (art.  31,  33): 


lim  ^(x)t(^)  =  lim  bU^i  =  6« . 

In  particolare: 

Se    lim   f(x)   =  a ,   e  se   b   è  un  numero  positivo  , 

lim  f(x)*'  =  a*> . 

x=c 

35.  Se  lim  f(x)=a>0^  e  se  'p  è  un  numero  positivo , 

x=c 

lim  Logpfl[x)  =  Logpa. 

Supponiamo  che  I^ogp  f(x)  non  tenda  ad  un  limite,  o 
tenda  ad  un  limite  diverso  da  Logpa.  Potrà  trovarsi  una 
quantità  positiva  a  tale  che  LoQp  f[x)  differisca  da  IjOQp  a, 
in  valore  assoluto,  par  più  di  a  in  qualche  punto  di 
qualunque  intorno  di  e.  In  tali  punti  si  avrà: 


P 

ossia: 

y  P''     0    p                <  p-^ 

Digitizedby  Google 

-    42- 

il  che  esclude  che  possa  essere  lini  f(x)=a.  Quindi  Tipo- 
tesi  fatta  è  assurda. 

36.  I  teoremi  dimostrati  non  sussistono  più  senza  re- 
strizione quando  i  limiti  di  alcune  delle  funzioni  consi- 
derate sieno  infiniti.  Senza  entrare  nei  dettagli  delle  mo- 
dificazioni che  si  dovrebbero  fare  in  questo  caso,  enun- 
ciamo qui  alcuni  dei  teoremi  relativi  a  funzioni  aventi 
limiti  infiniti: 

Se  lim  fl[x>=  lim  9(x)=±3c,  lim  [  fl[x)+<p(x)  1  =  -t:*'- 


Se  lim  f(,x)=iao  e  lim  <p(x)=b,  lim  [  f(x)+9(x)  ]  =+«>. 

x=c  x=c  x=c 

Se  lim  il[x)=j:oo  e  lim  9(j?)  è  diverso  da   zero  (non 

x=c  x=c 

essendo  escluso   che   esso  possa  anche   essere   infinito). 


/fl[x)9(x)  W 


lim  j  fl[x)9(x)    )  ==±»  secondochè  lim  9(x)  è  positivo  o 


negativo. 

Se  lim  fl[x)  =  ±«'.  l»n  ,,\=dO.       56'   lim   f(x)  =  0, 
i;=c  x=c   i(x;  x=c 

lim-77y— rT=00. 
x=c  lfl[x)| 

f(x) 
Se  lim  f(x)=±oc  e  lim  9(x>=a  yS  0,  lim  -7-^=  ±ao 

x=c  x=c  x=c   9(X) 

secondochè  a^O. 

Se  lim  f(x)=a  e  lim  ^{x)f=^qc  ,  lim  -Y4==0- 

x=c  x=c  x=c   9lX) 

37.  Come  applicazione  della  teoria  esposta  cercheremo 
il  limite  di  (  1+  7-  )  quando  h  tende  air  infinito. 


«  ('+  i) 


Supponiamo  dapprima  che  h  cresca  per  valori  interi 
0  positivi.  Si  ha  per  il  noto  sviluppo  delle  potenze  intere 
del  binomio: 
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-+'+34('4>3Ì('-i)('-l)+- 
+K' 4)0 -!)•••(' -^> 

Crescendo  K  cresce  il  valore  di  ciascun   termine,  e 
s' aggiungono  inoltre  nuovi  termini  tutti  positivi,   sicché 
h 
è  crescente  insieme  ad  h.  Inoltre  si  ha  evi- 


(■  -  *0 


dentemente; 


C  4)" 


2<n+^r<i+i+J+-i+....+^, 


e  <iuindi,  tenuto  conto  che  3!>2« .  4!>28  '....,  W>2*-<: 
(  '+ì)  <'+l+i+è+--+-2ÌT=">  +0  --2^) 


=3-A^<  3. 

Ne  segue  (art.  11,  12)  che  la  successione,  dei  valori  che 

prende  |l+  -r-l  quando  h   cresce   per    valori    interi  e 


positivi  ammette  un  limite  e,  il  quale  è  maggiore   di  2  e 
non  è  maggiore  di  3. 

Cresca  ora  h  per  valori  positivi  qualunque.  Per  ogni 
valore  non  intero  di  h  potranno  assegnarsi  due  numeri 
consecutivi  n,  n+1  fra  cui  h  sarà  compreso.  Ne  segue: 
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e  a  maggior  ragione: 

(-r>(-i)  >(' ^w)- 

$ 
ossia: 

(>  +!)"{'  +!)>(■  +i)  >\Tzr  ^ 

■^  n+1 
Ora: 

/im  11  +  1\=  liììi  II  +-J W  , 

Uni  II  +^\=    lim  il  +  -\ I     =  e. 


quindi: 


lim  (l  +AA  >6 
/b=oo  \^     ^  h) 


ossia: 

Zi>H  fi  +i- }    =5. 

Infine  tenda  h  air  infinito  per  valori   negativi.   Posto 
h=  — k,  si  ha: 

(.  *;)■-('  -ìR  ^ir)- 
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ossia,  ponendo  k-1^: 


('4y=0H)'(-i> 


quindi: 
lim  (l  +1.^  =  lim   (ì  +L\  lim    (\  +i  )  =  e. 

A=oo     V  h  J  /=«      \  l  J     i=oo    \  Z  / 

Pertanto,  comunque  h  tenda  air  infinito,  si  ha: 

h 

Ihn  (\  +4  "i  =e. 
A=oo   \^         h    • 

Il  numero  6^  il  cui  valore  è  2,718281....,  sì  prende  co- 
me base  d' un  sistema  di  logaritmi  che  hanno  grande 
importanza  nelF  analisi,  e  che  diconsi  naturali,  iperbolici 
0  neperiani  (*).  Essi  si  sogliono  denotare  con  Igfi  o  con 
Ig,  mentre  con  Logb  si  designano  i  logaritmi  a  base  qua- 
lunque b. 

Dalla  relazione  trovata  segue  (art.  35): 

h 

lim  lgl\  +1\  =1, 


ossia: 


£,„[/.(,(l+-^jJ=I, 


da  cui,  ponendo  h=-r^: 


L  M±^Li. 


^=0 


0  Da  Napfer  (1550-1617),  benché  i  logaritmi  Introdotti  da  questo  sieno  diversi 
dai  logaritmi  detti  neperiani;  v.  Cantor,  Vorlesungen  uber  Oeschichte  der  Maihematiky 
T.  Il,  JLeipzig  1882,  p.  672. 
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Se  p  è  un  numero  qualunque,  si  ha,  come  è  noto  : 

dove  M=  px-  è  il   modulo  del  sistema  di   logaritmi  a 
base  6.  Ne  segue: 

Dal  fatto  che  il  limite  del  rapporto  considerato  ha  il 
valore  1  pei  logaritmi  neperiani  è  venuto  ad  essi  il  nome 
di  logaritmi  naturali.  Di  quello  di  iperbolici  si  vedrà  la 
ragione  più  innanzi. 

Continuità. 

38.  Una  funzione  f(x)  si  dice  continua  nel  punto  e, 
se  ììm  f{x)  =  f(c). 

Questa  definizione  può  porsi  sotto  due  altre  forme,  che 
giova  mettere  in  evidenza. 

Anzitutto,  ricordando  la  definizione  di  limite,  può  dirsi 
che: 

Una  funzione  f(x)  è  continua  nel  punto  e  se,  presa 
or  ad  arbitrio,  può  trovarsi  un  intorno  t  di  e  per  ogni 
punto  X  del  gitale  sia: 

|ftx;-flc)|<a. 

Questa  relazione  può  anche  scriversi: 
f(c)-a</{x)<Ac)+a, 
oppure,  sotto  forma  di  eguaglianza: 
frx)=f(cj+aa, 
dove  —  !<«<!. 
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Se  .r,.  0?,  soao  due  punti  qualunque  dell'  intorno  e,  si  ha: 

dove       — l<a„<l,  —1  <«,<!•  Ne  segue: 

e  poiché  ia,  —  aj  <2: 

l/i.T'.)-/(^J<2cr. 

Ora  il  limite  superiore  della  quantità  I /(^,)  —  A-^i)  I  6 
(art.  18)  r oscillazione  di/r)  nelF  intorno  s,  quindi  (art. 
lo)  questa  oscillazione  non  potrà  superare  2a. 

Ciò  premesso,  prendasi  ad  arbitrio  una  quantità  t,  e 

scelta  <j  in  modo  che  sia  ^<<-^,  si  determini  il  corrispon- 
dente intorno  e;  Toscillazione  in  questo  intorno  sarà  mi- 
nore di  T.  Può  dirsi  quindi  (scrivendo  di  nuovo  a  invece 
di  t)  che: 

Tina  funzione  f(x)  è  continua  nel  punto  e  se,  presa  a 
ad  arbitrio,  può  determinarsi  un  intorno  e  di  e  nel  qua- 
le V  oscillazione  della  funzione  sia  minore  di  a. 

Una  funzione  continua  in  tutti  i  punti  d'un  intervallo 
dicesi  continua  in  tutto  V  intervallo. 

39.  Se  una  funzione  non  è  continua  in  un  punto,  si 
dice  che  essa  ha  in  quel  punto  una  discontinuità. 

Possono  distinguersi  diversi  casi. 

a)  Se  le  successioni  T,  T"  di  cui  air  art.  23  ammettono 
un  medesimo  limite  a  ma  questo  è  diverso  da  f(c),  si  ha 
nel  punto  e  una  discontinuità  che  può  togliersi  mutando 
il  valore  della  funzione  in  quel  punto;  infatti,  attribuendo 
alla  funzione  nel  punto  Cj  in  luogo  del  valore  fc),  il  va- 
lore a^  essa  in  quel  punto  diviene  continua.  —  Esempio: 
una  funzione  che  per  tutti  i  valori  di  x  diversi  da  0  ha 
il  valore  jc^  e  per  x=4)  lia  il  valore  1;  essa  lia  nel  punto 
0  una  discontinuità  che  si  può  togliere  dando  alla  funzio- 
ne in  quel  punto  il  valore  0. 
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b)  Se  il  limite  di  una  delle  successioni  7",  T"  è  eguaio 
a  /"(e),  e  quello  delFaltra  è  diverso  ^  o  non  esiste,  la  fun- 
ziono è  continua  da  una  parte  e  discontinua  dall'altra.  — 
Esempio  :  la  funzione  che  ha  il  valore  x  per  valori  nega- 
tivi di  ^  e  il  valore  I+cT  per  valori  nulli  o  positivi  di  ir; 
essa  nel  punto  .^  =  0  ha  una  discontinuità  a  sinistra. 

e)  Se  i  limiti  delle  successioni  T\  T"  o  non  esistono  o 
sono  diversi  da  f{c\  la  funziono  ò  discontinua  da  ambe 
le  parti.  —  Esempio:  la  funzione  che  ha  il   valore  x  per 

X  negativo,  il  valore  l-^x  per  x  positivo,  e  il  valore  -- 

per  x  =  0;  essa  è  discontinua  da  ambe  le  parti  del  pun- 
to x  =  0, 

d)  La  discontinuità  che  ha  luogo  p.  es.  a  sinistra  del 
punto  e  si  dice  ordinaria  o  di  pHma  specie^  oppure  di 
seconda  specie,  secondochè  la  successione  T  ammette  un 
hmite  diverso  da  f^c)  o  non  ammette  alcun  limite.  Così 
la  funzione  deiresempio  precedente  ha  da  ambe  le  parti 
una  (Uscontinuità  ordinaria;  invece  la   funzione  che  ha  il 

valore  sen  ~^qv  x  diverso  da  0  e  il  valore  0  per  x=tì  ha  da 

ambe  le  parti  di  questo  punto  una  discontinuità  di  seconda 
specie. 

40.  Se  fì[x)  è  continuo,  nelV  intervallo  ab ,  presa  e  ad 
arbitrio^  può  detenniriarsi  ima  quantità  r  tale  die  in 
ogni  tratto  di  Iwighezza  r  contenuto  nelV  intervallo  ab 
V oscillazione  della  funzione  sia  minore  di  a  (teorema  del- 
la continuità  uniforme). 

Se  a?  è  un  punto  qualunque  di  ab,  può  trovarsi  un  in- 
torno simmetrico  di  x  di  ampiezza  28*  tale  che  Toscillazio- 
ne  in  esso  sia  minore  di  a.  Ogni  intorno  simmetrico  di 
ampiezza  minoro  gode  della  stessa  proprietà,  ma  è  possibile 
che  essa  appartenga  anche  ad  intorni  di  ampiezza  maggiore. 
Consideriamo  T  insieme  di  tutti  gì'  intorni  simmetrici  di 
X  nei  quali  Toscillazione  è  minore  di  a;  T  insieme  delle 
loro  ampiezze  avrà  un  limite  superiore,  che  indicheremo 
con  2j^[x).  Ad  ogni  punto  x  corrisponde   un  valore  uni- 
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co  0  determinato  di  e  (.r)\  cioè  z(xj  è  una  funzione  di  x 
definita  in  tutto  rintervallo  ah  C^).  Poiché  questa  funzio- 
ne è,  per  sua  natura,  sempre  positiva,  il  suo  limite  infe- 
riore neirintervallo  ah  sarà  (art.  15)  positivo  o  nullo.  Noi 

lo  indicheremo  con  y  r;  e  denoteremo  con  Xo  un  punto  , 
il  quale  certamente  esisto  fart.  22),  in  ogni  intorno  del 
quale  il  Umite  inferiore  della  funzione  ^(x)  ò^r.  Dicia- 
mo a  r  intorno  simmetrico  di  .Tq  di  ampiezza  2z(xJ,  p 
quello  di  ampiezza  tCr.J,  Comunque  si  prenda  un  pun- 
to X  entro  p,  un  intorno  simmetrico  y  di  esso  di  ampiez- 
za e  fXo)  è  cortamente  contenuto  entro  a,  quindi  (art.  20) 
loscillazione  in  y  ò  minore  di  <7,  e  si  ha  per  ogni  punto  x  di 
?:  2£(.r)>sOro).  Pertanto  la  funzione  e fcr^  non  è  mai  minore 

di-^  e  (xj  in  tutto  V  intorno  p  di  Xq\  quindi  il  limite  inferio- 
re di  2  t(x)  in  questo  intorno  (art.  15)  non  può  essere 
minore  di  e  (xj.  Ma  il  limite  inferiore  di  2e  (xj  in  ogni  in- 
torno di  x^  è  r,  quindi  r  >  ^(xjy  il  che  prova  che  r  non 
è  nullo  ma  positivo.  Preso  ora  un  punto  qualunque  x  del- 
rintervallo  ab,  poiché  per  definizione  r  <2s  (x),  Toscillazio- 
ne  in  un  intorno  simmetrico  di  x  di  ampiezza  r  sarà  mi- 
nore di  a\  il  che  equivale  a  dire  che  in  ogni  tratto  dello 
intervallo  ab  di  ampiezza  r  Toscillazione  sarà  minore  di 
rj.  Adunque  il  numero  positivo  r  trovato  soddisfa  alle 
condizioni  del  teorema  (^^). 


(')  Per  gli  estremi  dell'intervallo,  afjr)  denoterà  il  limilo  superiore  degli  intor- 
ni rispettivamente  a  destra  e  a  sinistra  di  a  e  di  6  in  cui  rosoillozione  ò  mino- 
re di    (7. 

(•*)  È  quasi  inutile  far  osservare  che  sussiste  pure  il  reclproeo  del  teorema 
ora  dimostrato. 

Infatti,  preso  un  punto  qualunque  dell'inlei vallo,  potrà  assegnarsi  un  suo  In- 
torno il  quale  sia  contenuto  In  una  o  tutl'al  pliì  in  due  delle  parli  in  cui  l'inter- 
vallo s'imagina  diviso  (il  secondo  caso  avverrebbe  quando  il  punto  fosso  uno  dei 
punti  di  di\isione),  e  l'oscillaziono  in  un  lalo  intorno  sarà  quindi  a  o  tutl'al  più  2(T 
(3rt.  20). 

ViTARTi  —  Calcolo  infinitetimaló  4 
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41.  Se  L  ed  ì  sono  i  limiti  superiore  e  inferiore  in  un 
intervallo  ab  d*  una  funzione  f\x)  continua  in  esso,  e- 
siste  almeno  un  2^unto  in  cui  la  funzione  precide  il  valo- 
re L  ed  uno  in  cui  e^^sa  prende  il  valore  1.  Più  breve- 
mente: Una  funzione  continua  in  tutto  un  intervallo  am- 
mette in  esso  un  rnassiìno  ed  un  minimo. 

Sia  e  un  punto  (art.  22)  in  ogni  intorno  del  quale  il 
limite  superiore  della  funzione  sia  Z;  vogliamo  dimostrare 
che/fcj  =  /-. 

Sia  infatti  f(c)=L—'k.  Per  la  continuità  della  funzione  si 
potrà  determinare  un  intorno  del  punto  e  in  tutti  i  punti 
del  quale: 

\f(xj-f(c)\<\, 
e  quindi: 

f(x)<L^l^, 

D'altra  parte,  poiché  in  queirintorno  il  limite  superio- 
re della  funzione  è  A  esisteranno  in  esso  punti  x  per  cui  : 

L-f(x)<\. 
ossia  : 

f(x)>L+\. 

Quindi  l'ipotesi  è  assurda. 
Analogamente  pel  limite  inferiore. 

42.  Se  L  ed  1  sono  i  limiti  superiore  e  inferiore  in  un 
intervallo  ab  d'ima  funzione  i\x)  continua  in  essoj  e  se 
M  è  un  numero  qualunque  compreso  fra  L  ed  1,  esiste  al- 
meno un  punto  dell  intervallo  ab  in  cui  la  funzione  pren- 
de il  valore  M.  Più  brevemente:  U?ia  funzione  continua  in 
tutto  un  intervallo  passa  per  tutti  i  valori  co)npresi  fra 
il  suo  massimo  ed  il  suo  minimo. 

Siano  Cy  d  due  punti  tali  che  (art.  41): 

f(c)  =  hf(d)  =  L, 
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e  supponiamo,  per  fissare  le  idee,  e  <d.  Consideriamo  Tin- 
sieme  degl'  intorni  a  destra  di  e  per  tutti  i  punti  x  dei 
quali  si  ha: 

\fOv)-f(c)\  <M-l 

ossia  (tenuto  conto  che  f{xj^f(c)>0): 

f(x)<M. 

Sia  e  il  limite  superiore  degli  estremi  di  destra  di  que- 
sti intervalli;  vogliamo  dimostrare  che  f(e)  =  M. 

Supposto  infatti  ffe)=^M  —  X,  si  potrà  trovare  un  in- 
torno pq  di  e  per  tutti  i  punti  x  del  quale  sia  : 

\f(x)-f(e)\<K 
e  quindi  : 

f(x)<M', 

o  però  in  tutto  l'intorno  a  destra  eq  del  punto  e  sarà 
ffx)  <Af,  ciò  che  è  impossibile. 

Supposto  invece  f(e)  =  M+  X,  e  fissato  come  prima  l'in- 
torno pq  di  e,  sarà  per  ogni  punto  di  esso  f(x)  >  If,  e  però 
il  limite  superiore  degl'in  torni  a  destra  di  e  in  cui  f(x)<M 
sarà  <  py  mentre  ey  p. 

Dev'essere  quindi  Yi^é^  = -^• 

Di  qui  come  corollario:  Fra  due  punti  in  cui  una  fan-- 
zinne  continua  prende  due  valori  differenti  esiste  abèie- 
no  un  punto  in  cui  essa  prende  ciascun  valore  tra  essi 
compreso. 

43.  I  teoremi  sui  limiti  danno  luogo  evidentemente  ad 
altrettanti  teoremi  sulle  funzioni  continue.  Noi  enuncere- 
rerao  i  seguenti: 

Se  una  funzione  f(x)  è  continua  e  diversa  da  zero  in 
un  punto  e,  pu^  assegnarsi  un  intorno  di   qicesto  punto 
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in  tutti  i  punti  del  quale  f(x)  ha  lo  stesso  segno  di  fì[c) 
(art.  25'. 

La  soìama  e  il  prodotto  di  due  o  pili  funzioni  continue 
in  un  punto  sano  funzioni  continue  in  quel  punto  (art. 
28,29). 

La  reciproca  d'una  funzione  continua  e  non  nulla  in 
un  punto  è  continua  in  quel  j^unto  (art.  30). 

Se  due  funzioni  f(x)j  (p(x)  sono  continue  in  un  punto 

fìx) 
Cj  e  se  (p  (e)  ^  0,  -j-\  è  una  funzione  continua  in  e  (art.  31). 

Ogni  funzione  razionale  di  più  funzioni  continue  in 
un  punto  è  una  funzione  continua  in  quel  punto ^  purché 
nessuna  delle  funzioni  che  figurano  come  divisori  si  an- 
nulli nel  punto  stesso  (art.  32). 

Se  f(x),  9(x)  sono  continue  in  un  plinto  e,  e  se  9(0)  >  0, 
9(x)fW  è  continua  in  e  (art.  IM). 

Se  f(x)  è  continua  e  positiva  in  e,  Logp  i{\)  è  conti- 
nuo in  e  (art.  35). 

44.  Se  y=fì[x)  è  una  funzione  continua  per  x=Cj  e  se, 
posto  f^c)  =  g,  F(y)  è  una  funzione  continua  per  y  =  g^ 
F(f(x))  è  continua  per  x=c.  Più  brevemente:  Ogni  funzione 
continua  d'una  funzione  continua  è  una  funzione  continua. 

Presa  a  ad  arbitrio,  può  trovarsi  una  quantità  t  tale 
che  sia: 

\F(y)^FCg)]  <a  per  \y-g\<'^. 

D' altra  parte ,  comunque  sia  data  t,  può  trovarsi  una 
quantità  e  tale  che  sia: 

\A^)  —  f[c)\  <T  per    \x  —  c\  <e, 
ovvero: 

\y'-9\  <^   per    \x-c  \  <e. 
Sarà  dunque: 

\F(ij)-F(g)\<G  per   |^-c[<e, 
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ossia  : 


\F{f(x))^F(f{c))\  <crper  |a?-c|<e, 


il  che  prova  Tasserto. 

45.  Se  f,(x)/,(x),...  sono  infinite  funzioni  continue  nel 

punto  Oy  e  se  la  serie  2  fi  (x)  è  equiconvergente  (*)  in  un 

intorno  ^  di  qiuisto  punto,  la  somma  della  serie  rappre- 
senta una  funzione  continua  in  e. 

Presa  a  ad  arbitrio^  può  trovarsi  un   numero  N  tale 
che  in  tutti  i  punti  deli'  intorno  5^  di  e  sia: 


2    fi(x) 


<o 


Sarà  quindi  in  particolare: 


'3- 


Siccome  poi  2  fi  (x)  6  la    somma  d'  un   numero  finito 
1=1 

di  funzioni  continue  in  e,  essa  (art.  43j  è   una  funzione 

continua  in  e,  quindi  può  trovarsi  un   intorno  e  di  e  per 

tutti  i  punti  del  quale  sia: 


N  N 

2  fi  (x)  ^  ^  fi  (e) 


(•)  l'na  serie  di  Tunzioni  diresl  equiconverycnte  o  convergente  uniformemente  od 
1»  eguat  grado  in  un  intervallo  se,  presa  a  ad  arbitrio,  può  trovarsi  un  numero  n 
tale  che  la  somma  d'  un  numero  qualunque  di  termini  della  serie  al  di  là 
dcU' nH^simo  sia  in  valore  assoluto  minore  di  a  por  tutti  i  punti  dell'intervallo 
considerato. 

Abel  [Oewres  complctes,  Cbristiania  1891,  T.  I  p,  224)  riconobbe  per  primo  che 
la  sola  convergenza  non  è  condizione  suflìciente  per  la  continuità;  più  tardi  Seidel 
(Abli.  d.  Miincb.  Ak.,  T.  V)  introdusse  il  concetto  dell' equiconvei-genza.  Questa  pe- 
rò non  è  condizione  necessaria  per  la  continuità;  inTatli,  come  furono  costruite 
serie  non  equiconvergenli  e  non  continue,  così  ne  furono  costruite  altre  non  equi- 
convergonli  e  continue.  Su  questo  e  su  argomenti  analoghi  v.  Pascal,  Esercizi  e  note 
criltehe  di  calcoto  infinitesimale,  Milano,  iloepli,  1895. 
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Dalle  tre  relazioni  scritte  sepue,  per  tutti  i  punti  della 
parte  comune  agi'  intorni  ^j  e: 


00 

00 

^    fifcc) 

+ 

2    fi  (e) 

+ 

i  --iV-4-1 

<=jV-(-I 

N  N 

2/;  xj^^f.rc)]  <  ^, 


e  a  maggior  ragione: 


2  fi  (X)  -  2  A  re;  I  <  a, 


che  dimostra  l'asserto. 


infinitesimi  ed  infiniti 

46.  Se,  al  tendere  di  x  ad  un  valore  e,  una  funzione 
f  x)  tonde  a  zero,  si  dice  che  essa  hinfììiiteshna  nel  xain- 
to  e.  Quando  si  può  omettere  l'indicazione  del  punto  e 
senza  dar  luogo  ad  equivoco ,  si  dice  semplicemente  che 
f{x)  è  una  funzione  infinitesima,  od  anche  un  infinitesimo. 
Un  infinitesimo  è  dunque,  per  noi,  una  quantità  varia- 
bile tendente  a  zero. 

Ora  le  varie  funzioni  infinitesime  in  un  punto  e  non 
tendono  a  zero  con  egual  rapidità;  così  V  ordinata  d'  una 
retta  passante  per  l' origine  e  inclinata  rispetto  ai  due 
assi  tende  a  zero,  al  tendere  a  zero  dell'ascissa,  molto 
meno  rapidamente  di  quella  d'  una  curva  tangente  nel- 
r origine  all'asse  delle  x.  Importa  pertanto  precisare  que- 
sto concetto,  finora  troppo  vago,  della  rapidità  della  ten- 
denza a  zero,  in  modo  da  av  re  per  esso,  non  solo  un 
mezzo  esatto  di  confronto,  ma  anche,  in  quanto  sia  pos- 
sibile, un  mezzo  di  misura. 

A  tale  scopo  noi  faremo  corrispondere  a  ciascuna  fun- 
zione infinitesima  in  un  determinato  punto  e  un  certo  ente, 
che  diremo  il  suo  ordine  d' infinitesimo. 
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Por  rendere  il  campo  di  questi  nuovi  enti  accessibile 
a  considerazioni  matematiche^  sarà  necessario  introdurre 
in  esso  il  concetto  di  egicale,  e  possibilmente  anche  quelli 
di  maggiore  e  minore.  Il  modo  di  definire  questi  con- 
cetti nel  nuovo  campo  6  arbitrario;  conviene  soltanto  che 
sussistano  le  leggi  fondamentali  già  ricordate  trattando 
dei  numeri  irrazionali  (art.  2). 

47.  Noi  diremo  che  V  ordine  d' infinitesimo  d' una  fun- 
zione/tee)  è  eguale,  maggiore  o  minore  di  quello  d'un'al- 

f(x) 
tra  9(^),  secondochò  il  rapporto  -y— .  tende  ad  un  limite 

finito,  nullo  od  infinito  al  tendere  di  x  a  e. 

È  facile  verificare  che  tale  definizione  soddisfa  alla 
condizione  j)oc'  anzi  accennata.  Infatti ,  indicando  con 
ord  f(x)  r  ordine  d' infinitesimo  di  f(x),  si  ha: 

f(x) 
a)  ord  f(x)=ord  f(x),  giacché  lim  7—=  1. 

h)  Se  ord  f(x)=  ord  (pfx),  ord  (p(x)=  ord  f(x),  giacché, 
se  lim  -^,  è  finito  e  diverso  da  zero,  lo  stesso  può  dirsi 

di  lim  "^^^  (art.  30). 

c;  Se  ord  f(x)=  ord  (p(x)  e  ord  (p(xj=  ord  f\f(x),  ord  f(x) 

=  oì^d  ^(xL  giacché,  se  liyn  ~-~  e  lim  ■]—  sono  finiti  e 
^     ^    "  x=c  (p(x)       x=c  ^(xj 

diversi  da  zero,  lo  stesso  può  dirsi  di  Urti  ~-^  (art.  29;. 

x—c  ^(XJ 

dj  Se  ord  f{x)>  ord  :^(x),  ord  f^(x)=  ord  f(xj,  ord  (p^(xj 
==  ord  9(07),  allora  ord  f^{ir)  >  ord  <^/xJ y   giacché,  se 

lim    ,\  =Oelim'j—-,  lim  ^  ,-,  sono  finiti  e  non   nulli, 

ne  segue  (art.  29): 

x=c  9(^}  f(x)  9/rv        X  .0  9i(x) 
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e)  Se  ordf(x)<  ord^(x),  ord<^(x)y  ordf(x).  Infatti, 

se  lini  ^,  =  oo,  lim  $^^  =  0  (art.  L«5). 
x^c     <p(x)  x=c   f(x) 

Un'  altra  condizione  dovrebbe  essere  soddislatta  per- 
chè il  concetto  d' ordine  d' inlìnitesimo  ci  fornisse  una 
rappresentazione  completa  del  modo  di  tendere  a  zero  di 
tutte  le  possibili  funzioni  infinitesime  in  e,  —  e  cioè  che, 
date  due  di  tali  funzioni  f^x),  (pfxj,  si  avverasse  sempre 
uno  ed  uno  solo  dei  3  casi: 
ord  f(x)^^ord  ^(x),  ord  f(x)>ord^(x),  ordf(x)<,  ord  ^(xj. 

Che  queste  tre  possibilità  si  escludono  a  vicenda,  è 
cosa  evidente.  Invece  non  è  punto  vero  che  debba  aver 
luogo  necessariamente  uno  di  questi  tre  casi;  anzi  esisto- 
no funzioni  infinitesime  il  cui  rapporto  non  tende  ad  al- 
cun hmite  determinato. 

48.  Dalla  definizione  d'ordine  d'infinitesimo  risulta  il 
lemma  seguente: 

TI  prodotto  di  due  infìnitesinii  è  un  infinitesimo  il  cui 
ordine  è  maggiore  degli  ordini  dei  singoli  fattori 

Infatti   da  limf(x)  =  lim  (^(x)  =  0  segue  (art.  29}  : 

lim  f{x)  (^[x)  ==  0.  Inoltre,  posto  f(x)  ^(x)  =  ^(x) ,  si  ha: 

lim  fpf  =  lim  9(^)  =  0,  lim  "^  =  lim  f(iv)  =  0,  don- 

de  segue  che  1'  ordine  di  ^{xj  è  maggiore  degU  ordini  di 
f(x)  e  di  f(x). 

49.  Vediamo  ora  come  si  possa,  col  sussidio  dei  nuovi 
concetti  introdotti ,  non  solo  confrontare ,  ma  anche  mi- 
surare la  rapidità  con  cui  le  varie  funzioni  infinitesime 
in  un  medesimo  punto  tendono  a  zero. 

Perciò  occorre  anzitutto  stabilire  una  notazione  co- 
moda per  gli  ordini  d' infinitesimo.  Poiché  le  più  semplici 
funzioni  infinitesime  in  e  sono  (x-cj  e  le  sue  potenze 
ad  esponente  reale  <3  positivo,  si  presenta  naturale  l'idea 
di  designare  collo  stesso  numero  m  V  ordine  d' infinitesi- 
mo della  potenza  >/i-esima  di  (x—c). 
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Porremo  adunque: 

ord  (x — c)^  —  7n\ 

diremo  cioè  che  (x — c)^  è  un  infinitesimo  di  ordine  m  (*). 
Si  chiamerà  poi  infinitesimo  principale  V  infinitesimo  di 
primo  ordine  (x—c).  Segue  da  questa  definizione,  che  si 
dovrà  pure  indicare  con  m  l'ordine  d'infinitesimo  di  ogni 
funzione  fx)  dello  stesso  ordine  di  (x-^c).  Diremo  cioè 
infinitesima  d' ordine  m  una  funzione  f{x),  se  m  è  un 

f(x) 
numero  positivo  tale  che  il  rapporto  7  _  .~  tenda  ad  un 

limite  finito  e  diverso  da  zero  al  tendere  di  x  a  e.   Que- 
sto limite  si  dice  valor  principale  (**)  deirinfinitesimo /f  a;J. 
Sia  A  il  valor  principale  dell'  infinitesimo  d' ordine  m 
f\x)\  sia  cioè: 


ossia  (art.  28): 


Um  -(<%  =  A, 


lirn(J^-A\=0. 

x^c    \(X—C)'^  J 


f(x) 
Questa   relazione   esprime   che       \  —Ah  una  fun- 

[x    cy^ 

zione  infinitesima  in  e,  funzione  che  indicheremo  con  ^[x\ 

Sarà  allora,  posto  ^(x)  (x—cy^  =  ^m{x)\ 

tXx)  =  A  (x-c)^  4-  K(x). 

Ora  (art.  48)  bm(x)  è   un  infinitesimo  d' ordine  supc- 
riore ad  m.  Dunque: 


('}  Se  V  esponente  m  non  ò  un  numero  intero,  si  dovrà  supporre  che  {x—c) 
tenda  a  zero  per  valori  positivi. 

{")  Jordan  {Coun  d'aìialijse,  U  ed,  T.  1,  Paris  1893,  p.  17}  chiama  valor  prinn- 
pale  il  prodotto  del  limite  per  [x—C)^^ ,  cioè  quello  che  noi  chiamiamo  par/0 
principale. 
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Una  funzione  inftnit esima  d' ordine  m  in  e  è  eguale 
al  suo  vafor  princiiyde  ittoUiplicaio  jieì*  (x— e  ™,  piit  un 
infinitesimo  d' ordine  supcriore  ad  m. 

Il  prodotto  (lei  valor  principale  per  {x—c)^  si  dice 
X>arte  principale  dell' inlìnitesimo. 

r>0.  È  (la  notarsi  che  esistono  funzioni  aventi  ordine 
(V  infinitesimo  maggiore,  ed  altre  aventi  ordine  d' infini- 
tesimo minore,  di  qualunque  assegnal)ile.  Così,  qualunque 

sia  m,  si  ha,  come  dimostreremo  a  suo  luogo: 
1 

lini  --— —  =  0,  lun  -:^— =  00. 

Pertanto,  considerando  Tinsieme  degli  ordini  d'infini- 
tesimo di  tutte  le  possibili  l'unzioni  infinitesime  in  un 
dato  punto  come  una  classe  di  enti,  di  due  dei  quali  si 
può  sempre  decidere  se  sieno  eguali,  0,  in  caso  contrario, 
(|uale  di  essi  sia  il  maggiore  e  (juale  il  minore,  ossia,  se- 
condo il  linguaggio  comun<Mnente  adottato  (*),  come 
una  classe  di  enti  ad  una  dimrnsione,  si  presenta  in  questa 
classe  un  latto  che  non  ha  riscontro  niella  classe  dei  nu- 
meri reali.  Prendendo  cioè  come  enti  finiti  gli  ordini  d'in- 
finitesimo rai)prosenlabili  mediante  numeri  reali,  si  tro- 
vano certi  enti  che  sono  interiori  ad  ogni  ente  finito,  os- 
sia infniitesimi,  come  ord  -. — ;-  per  x  =  0,  ed  altri  che  sono 

superiori  ad  ogni  ente  finito,  cioè  infiniti,  come  ord   e 
per  ,r  =  0. 

51.  La  soìnma  di  due  infinitesimi  f(x),  9(x)  degli  or- 
dini m  od  n,  dove  m  <  n,  è  un  infinitesimo  dell  ordine 
in,  V  cui  valor  principale  è  eguale  a  quello  di  f(x)  0  alla 
soinma  di  quelli  di  fix)  di  ^{x),  secondochè  m<n  od  m=ii. 

Anzitutto,  essendo: 

lirn  (fx)  ==  lim  (pfxj  =  0, 

il*— e  .T=C 

{')  Su  questi  concclti  generali  v.  Bettazzi,  Teoria  delle  grandezze,  Pisa,  Spoerrì, 
1890. 
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ne  segue  (art.  28): 

lim  (f(ai)  +  (^(x))  =  0. 

Inoltre  si  ha  (ivi): 

lira  1^^+y(^  =  lira  ,  f^-\      +  lim   -^^^A- . 

Denotando  con  A,  B  i  valori  principali  di  ffx),  (pfx),  se- 
gue di  qui: 

perm<;Uz>n-^^=0,     lim  ^'f'^^^^=A, 

per  m  =  n,  lim  f^p^[^l  =  A+^. 

Il  teorema,  pel  caso  di  m  <  n,  può  anche  enunciarsi 
cosi:  //  ordine  e  il  valor  principale  d*  un  infinitesimo  non 
cambiano,  se  ad  esso  si  aggiunge  un  infinitesimo  d' ordi- 
ne superiore, 

52.  It  prodotto  di  due  infinitesimi  l(x^  9(x)  degli  or- 
dini in,  n  è  un  infinitesimo,  il  cui  ordine  è  ni+n^  ^d  il 
cui  calor  lyrincipale  è  il  prodotto  dei  valori  principali 
di  fl[x)  e  di  9(x). 

Anzitutto  da: 

lim  f(x)  =  lini  (pfx)  =  0 

segue  (art.  25)): 

Um[^rOL0^(x)']  =0. 

Inoltre  si  ha  (ivi): 

lim  ^^^   =  lim  -^V  lim   -.^^^  ^ 

che  dimostra  T  asserto. 

53.  //  7'apporto  di  due  infinitesimi  r(x),  (p(x)  degli  or- 
dini m,  n,  dove  m>n,  èìminfinitesimo  dell*  ordine  m—w, 
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e  il  suo  valor  principale  è  il  rapi^orto  dei  valori  prin- 
cipali di  ffx)  e  di  9(x). 

Poiché  lim  ^'     \^  e  Uìn    !^      .    sono  finiti,  è  pure 

finito  (art.  31j  il  limite  del  rapporto  di  queste  due  espres- 
sioni, cioè: 


lim 


inoltre  tale  limite  è  il  rapporto  di  quei  due  limiti. 

54.  Il  rapporto  di  due  infinitesimi  l(x),  9(x)  dello  stes- 
so ordine  m  lia  p)er  limite  il  rapporto  dei  loro  valori 
principali. 

Si  ha  infatti  (art.  31): 


lini  '~\  =  hìih  ' — —<—  =  ^— 4- 

w=c  (p{x)       w=c      9(a0  ^.         9(^) 


(X—CJ""  a!==c     (X—C)'^ 

Ne  segue  (art.  51): 

//  limite  del  rax)porto  di  due  infìnitesiini  dello  stesso 
ordine  non  muta,  se  ad  essi  si  aggiungono  o  si  tolgono 
infinitesimi  rf'  ordine  superiore. 

PertaAto,  se  nel  corso  d'  un  calcolo  compaiono  infini- 
tesimi d'uno  stesso  ordine,  dei  cui  rapporti  dovremo  alla 
line  determinare  i  limiti,  noi  possiamo  sin  d'ora  aggiun- 
gere 0  togliere  ad  essi  infinitesimi  d' ordine  superiore, 
scelti  in  modo  da  semplificare  il  più  possibile  le  opera- 
zioni analitiche ,  colla  certezza  che  ciò  non  influirà  punto 
sui  valori  finali  cercati.  In  particolare  si  potrà  sempre 
sostituire  ad  un  infinitesimo  d' ordine  m  il  prodotto  del 
suo  valor  principale  per  la  potenza  m-esima  dell'infi- 
nitesimo principale. 

In  ciò  consiste  il  già  accennato  principio  della  sosti- 
tuzione degli  infinitesimi,  che  può  enunciarsi  brevemente 
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così:  Si  può  trascurare  im  infinitesimo  che  sia  addiziq- 
nato  ad  uno  d' ordiìie  inferiore  o  ad  una  quantità  finita. 

Un  esonipio  elementare  potrà  dare  un'idea  della  sem- 
plificazione che  tale  principio  introduco  nei  calcoli. 

Vogliasi  trovare  il  limite  di: 

,  ^  ,      se7i  fa-^-x)  —  sen  a 
tg  (a+x)  —  tga 
per  a;  =  0.  Si  ha: 

sen  a  cos  x+cos  a  sen  x- sen  a 

iga+tgx 
\—tg  a  tg  x 

\cos  a  sen  x  -  sen  a  (\—  cos  ;r)  J  [  1—  tg  a  tg  x^ 


(l+tg-  a)  tg  x 

Ora  si  sa  dalla  trigonometria  che: 

,.     sen  X       ,    ,.     tg  X       ,    ,.     l^cos  x       ^ 
lini  — - —  =  1,  hìn  -^ —  =  1,  l^m  =  0, 

T=o         X  a;=zo       X  a?=o  X 

sicché  senx  e  tg  x  sono  infinitesimi  di  P  ordine  il  cui 
valor  principale  è  1,  mentre  \  —  cosx  è  infinitesimo  d'or- 
dine maggiore  di  1.  Quindi  in  ciascuno  dei  due  fattori 
del  numeratore  si  potrà  sopprimere  il  secondo  termine, 
e  il  rapporto  considerato  si  ridurrà  a: 

cos  a  sen  x 


a+tg'  a)  tgx  ' 

ossia  a: 

,     sen  X 

cos^  a . 

tgx 

Ma  il  hmite  del  rapporto  dei  due  infinitesimi  dello 
stesso  ordine  sen  x,  tg  x  ò  il  rapporto  dei  loro  valori 
principali,  cioè  1  (e  d'  altronde  si  sa  che  lim  cos  x  =  1), 

sicché  si  ha  infine: 

liìn  \(x)  =  cos^  a. 
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55.  Vediamo  brevemente  come  si  modifichino  le  cose 
dette  quando  e  sia  il  punto  all'  infinito. 

Tra  le  funzioni  infinitesime  per  a)=x>  si  prende  come 

infinitesimo  principale  —   e  si  dice  che  —  è  un  infini- 

tesimo  d' ordine  ra.  Quindi  una  funzione  ffxj  è  infinitesi- 

ma  d'ordine  in  per  x=x),  se  — i^,   ossia  x"^  ffxJ,  tende 

ad  un  limite  fluitò  e  diverso  da  zero  per  limx'^yo, 
L*  espressione  generale  d' un  infinitesimo  d'ordine  m  è: 

/Ta?;  =  --  +  Om  (X), 

dove  A  ò  ciò  che  si  dice  il  valor  principale ,  e  K  (x)  è 
un  infinitesimo  d'ordine  maggiore  di  m. 

I  teoremi  dogli  articoli  precedenti  si  estendono  imme- 
diatamente al  caso  OKa  considerato. 

5(1  Si  è  dimostrato  che  la  somma  di  due  infinitesimi  è 
un  infinitesimo;  e  lo  stesso  può  dirsi  evidentemente  della 
somma  d'un  numero  finito  (jualunque  d'infinitesimi. 

Si  abbia  invece  una  somma  di  funzioni,  che  tendano 
tutte  a  zero  per  Hm  x=c ,  ma  il  cui  numero  cresca  in- 
definitamente mentre  x  tende  a  e;  o,  per  esprimerci  più 
brevemente,  si  abbia  una  somma  di  infiiiite  funzioni  in- 
fmitesime  in  e.  Allora  non  può  asserirsi  senz'altro  che 
tale  somma  sia  infinitesima;  è  facile  anzi  trovare  esempi 
del  contrario.  Così  la  somma: 

J_j__L.        4.± 
n+\  ^  «+2  ^ ^  2n' 

dove  al  crescere  indofinito  di  n  cresce  il  numero  degli 
addendi  e  decresce  il  valore  di  ciascuno  di  essi,  si  con- 
serva sempre  maggiore  di  2;  infatti: 

«+1 '^   Zn'n+Z-^    2n''""2n-l   ^   2n'   2n         2n  ' 
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donde  sommando; 


n+1    •    n+2    '    "    '     2n  ^      2n 

Date  infinite  (unzioni  infinitesime  in  e,  diremo  che  esse 
sono  uniformemente  infinitesime,  se,  presa  a  ad  arbitrio, 
può  trovarsi  un  intorno  del  punto  e  ontro  il  quale  tutte 
\iì  funzioni  sieno,  in  valore  assoluto,  minori  di  a. 

Uic-ordnndo  la  definizione  data  di  intorno  del  punto 
air  infinito,  si  può  estendere  la  definizione  precedente  al 
caso  di  infinite  funzioni  infinitesime  per  w=oo. 

Il  cvxso  che  più  comunemente  si  presenta  e  quello  di 
un  numero  n  di  elementi  il  cui  valore  dipende  da  n  e 
tonde  a  zero  al  crescere  di  n  indefinitamente.  Queste  fun- 
zioni di  n  si  dicono  uniformemente  infinitesime  per  n=oo 
se,  presa  a  ad  arbitrio,  può  assegnarsi  un  valore  N  tale, 
che  per  ogni  n  >  N  le  funzioni  sieno  tutte,  in  valore 
assoluto,  minori  di  a. 

57.  Ciò  premesso,  sussiste  il  seguente  teorema: 

Se:' 

a,  (n),  a,  (n),..,  a„  (n) 

sano  funzioni  di  n  sempre  positive,  e  infinitesime  per 

n 

n=3o,  e  se  Sai  (n),  al  tendere  di  n  alV  infinito,  tende  ad 

i— 1 

un  limite  fmito  e  determinato,  questo  limite  non  muta 
quando  alle  a\  (n)  si  aggiungano  ordinatamente  funzioni 
Pi  (n)  tali  che: 

a)  Pi  (n)  sia  infinitesima  d'ordine  uiaggiore  di  «i  (n) 
per  tutti  i  valori  di  i. 

b)  I  rapjìorti  -S— r  sieno  uniformemente  infinitesimi. 

Presa  arbitrariamente  una  quantità  positiva  a  minoi'e 
di  1,  e  determinato  N  in  modo  che  per  ogni  n  >  N  sia: 

?i  (n)  I  _  [Pj_r^O  1    .  ^ 
««■  (n)  1        «1  (n)    ^    ' 

««•  (n)  +  ^i  (n)  >  0, 
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a.'  (nj  -  [Pi  oi)\  <  «1  (71) + p/  (/ij  <  a»  r^;  +  iPi  r^Ji, 

quindi: 

Ora: 

ìUi  (n)^\^i  {n)\)  >  (1-cr)   iai  (w;, 

.2  Ui  rw>l+  [Pi  r^)]  j  <  (1+K2  «.•  (n), 

il—a)  S  a.'  r^j   <    sfa,  (n)+^i  (n))   <  (1+^)   S  «.-  /^w;, 
1=1  t=i  \  /  «=i 


quindi: 
(l-a) 
e  per  conseguenza  (ctr.  art.  11): 


(1— a)  Z/m    S  «i  ("w;  <  Z/m    S  (  a,-  (^>ij+pi    1 


n 

(l+<7)  Zùn   S  «i  Cn)y 

n=ao    1=1 


ossia: 


„  /  \        " 

lini  S  I  «i  (nj+^i  (nj    I  -  Z/m   2  «i  ("nj 


n 
/iwi  2  ai  fnj 


<   <7. 


Qui  il  primo  membro  è  una  quantità  fissa,   mentre  il 
secondo  può  prendersi  arbitrariamente  piccolo  (*),  sicché 


n  Sì  presentano  spesso  nel  Calcolo  diseguaglfanze  di  questa  forma: 
M  !  <  <T, 
dove  A  ò  una  quantità  fisso,  e  o  una  quantità  a  cui  possono   darsi  valori  arbitra- 
riamente piccoli.  Da  una  tale  relaziono  si  deduce   che  A  ò   rigorosamente  nulla: 
giacché,  se  fosse  \A\  =c  >.o,  basterebbe  prendere  ex  <  e  perchò  la  diseguaglianza 
non  fosso  più  yerilicata,  mentre  essa  deveavor  luogo  per  quaiuniiue  valore  di  cr. 
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può  concludersi: 


Ihn  S/a,r«>fft  («)\ 


—    Uni  ^    ai  (n)=0, 
ossia: 


ZiVn    2  (  «t  r^j+P«  r^->  ì=  ^^'>w   2  a.  Cn;. 

Per  dare  un  esempio,  riprendiamo  la  formola  trovata 
neir  introduzione: 

AA'BB  =  lim  ^(yh  +  Xh  Ai/a  )A^a  . 

Sotto  certe  condizioni,  che  qui  è  inutile  precisare,  i 
rapporti  -7—^,  e  quindi  anche  i  rapporti ^,  sono  uni- 
formemente infinitesimi  per  n=oo,  quindi  può  scriversi: 

AA'BB  =  lim   ^yhàxh. 

n=30o  A=1 

08.  Una  funzione  fifxj  si  dice  in/tnlta  per  a?=c,  se  la 
nua  reciproca  yr-^  è  infinitesima  per  x=c. 

Ordine  d'infinito  di  f(x)  si  dice  V  ordine  d'infinitesimo 
di  -=— r.  Di  due  funzioni  f(x)y  9(0?)  infinito  in  un  mede- 
simo punto  r  ordine  della  prima  si  dice  eguale,  maggiore 
0  minore  di  quello  dell'altra,  secondochè  T ordine  d'in- 
finitesimo di  -rpr-j  è  eguale,  maggiore  0  minore  di  quello 

di-L^. 

Di  qui  risultano  le  seguenti  definizioni  dirette: 
Se  due  funzioni  f(x)y  (p(x)  sono  infinite  in  un  medesi- 
mo punto  e,  r  ordine  d'infinito  della  prima  è  eguale,  mag- 

VivAUTi,  Calcoio  InfMwimak,  5 
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giore     0     minore    di    quello   dell'    altra ,     secondochò 

lim  '\  \  è  finito,  infinito  o  nullo. 

Una  funzione  f(x)  è  infinita  d' ordine  m    nel  punto  e, 
se  lim  [f(x)  (x=c)^]  è  finito  e  diverso  da  zero. 

Una  funzione  f(x)  è  infinita  d'ordine  m  nel  punto  al- 

ffx) 
r  infinito,  se  lim  ' — -  è  finito  e  diverso  da  zero. 
x^ 


Procedendo  nello  stesso  modo,  si  potrebbe  da  ciascun 
teorema  relativo  agli  infinitesiriìi  dedurne  uno  per  gì'  in- 
finiti; ma  ciò  non  presenterebbe  gran  difficoltà  e  offeri- 
rebbe scarso  interesse.  Piuttosto  giova  osservare  chc^  in- 
troducendo il  concetto  di  infinitesimo  d'ordine  nullo  e 
negativo,  si  possono  comprendere  sotto  un  concetto  li- 
nico  gì'  infinitesimi  e  gì'  infiniti.  Diremo  che  una  fun- 
zione è  infinitesima  d'  ordine  zero  in  un  punto,  se  il  suo 
limite  quando  x  tendo  a  quel  punto  è  finito  e  non  nullo; 
che  una  funzione  è  infinitesima  d'ordine  —ni  in  un  punto, 
se  in  quel  punto  essa  è  infinita  d'ordine  m.  Allora  la  defi- 
nizione dell'ordine  di  infinitesimo  come  quel  numero  m  per 

.  ,.        f(x) 
CUI  iim     '^    \     è  finito  e  diverso  da  zero  sussiste  per  va- 

lori  reali  qualunque  di  m;  e  i  teoremi  sugl'infinitesimi  e. 
sugi'  infiniti  si  possono  comprendere  sotto  una  forma  'u- 
nica. 


Funzioni  di  due  o  più  variabili 

59.  Come  si  rappresentano  i  valori  reali  mediante  punti 
d'  una  retta,  così  possono  rappresentarsi  le  coppie  di  va- 
lori reali  mediante  punti  d' un  piano,  considerando  un 
punto  di  esso  come  l' imagine  della  coppia  di  valori  co- 
stituita dalle  sue  coordinate  rispetto  ad  un  sistema  d'assi 
ca,r  tesi  ani  ortogonali.  Importa  pertanto  estendere  al  piano 
alcuni  dei  concetti  introdotti  per  la  retta. 
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Dicesi  campo  una  porzione  qualunque  del  piano  com- 
presa entro  un  contorno  chiuso.  Tuttavia  si  usa  qualche 
volta  questa  parola  por  indicare  una  porzione  infinita 
del  piano,  p.  es.  quella  compresa  fra  due  rette  concor- 
renti, neir  interno  d'  una  parabola,  e  così  via. 

Imafcinando  una  sfera  tangente  neir  origine  degli  assi 
al  piano  considerato,  e  ricorrendo  ad  una  proiezione  del 
tutto  analoga  a  quella  di  cui  air  art.  5,  si  giunge  alla 
conclusione,  che  conviene  riguardare  il  piano  (a  diffe- 
renza da  quanto  si  fa  nella  geometria)  come  avente  un 
unico  punto  all'  infinito  (*),  e  chiamare  intorno  di  questo 
punto  la  parte  del  piano  estorna  ad  un  contorno  finito 
qualunque. 

La  definizione  di  punto  lìmite  è  la  stessa  data  all' art.  6. 

00.  Ogni  insieme  infinito  di  punti,  posti  in  un  piano 
ammette  almeno  un  punto  limite. 

Se  i  punti  dell'insieme  dato  non  possono  racchiudersi 
entro  alcun  contorno  finito,  esso  ha  il  punto  all'  infinito 
come  punto  limite.  Se  esiste  invece  un  contorno  finito  r 
che  racchiude  tutti  i  punti  dell'insieme,  si  descriva  un 
rettangolo  il  quale  contenga  nel  suo  interno  il  contorno  y- 
Dividendo  questo  rettangolo  in  cjuattro  rettangoli  eguali 
mediante  due  parallele  ai  lati,  uno  almeno  dei  quattro  ret- 
tangoh  conterrà  infiniti  punti  dell'insieme.  Si  divida  que- 
sto rettangolo  in  quattro  parti  eguali,  e  così  di  seguito. 

Si  otterrà  così  una  successione  indefinita  S  di  rettan- 
goli, di  cui  ciascuno  è  —  del  precedente  ed  è  in  esso  con- 
tenuto, e  che  tutti  contengono  infiniti  punti  dell'  insieme. 
Le  proiezioni  dei  lati  di  questi  rettangoli  su  due  lati  non 
paralleli  del  rettangolo  primitivo  determinano  su  ciascu- 
no di  questi  una  coppia  di  classi,  e  il  punto  del  piano 
avente  per  proiezioni  su  quei  due  lati  rispettivamente  gli 
elementi  di  separazione  delle  due  coppie  sarà  interno  a 
tutti  i  rettangoU  iS.  Preso  un  intorno  qualunque  di  que- 

n  Esso  rapprosonta  tutte  lu  cuppie  di  valori  di  cui  uno  almeno  ò  influito. 
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sto  punto,  potrà  trovarsi  un  rettangolo  della  successione 
S  racchiuso  interamente  (insieme  a  tutti  i  successivi)  in 
esso,  e  però  V  intorno  conterrà  infiniti  punti  dell'  insieme, 
e  il  punto  trovato  sarà  un  punto  limite. 

61.  Diremo  che  una  linea  è  continua,  se  essa  possiede 
le  due  proprietà  seguenti: 

a)  Dati  due  punti  qualunque  della  linea,  e  data  una 
quantità  arbitraria  a,  può  inscriversi  nella  curva  una  spez- 
zata avente  per  estremi  quei  due  punti,  e  i  cui  latisieno 
tutti  minori  di  (t, 

bj  Ogni  punto  limite  di  qualunque  insieme  di  punti 
posti  sulla  linea  appartiene  alla  linea  (*). 

Noi  supporremo,  salvo  menzione  in  contrario,  sempre 
continue  le  linee  che  avremo  a  considerare,  e  particolar- 
mente quelle  che  formano  il  contorno  dei  campi  con  cui 
avremo  a  fare  nel  seguito.  Quindi,  sapendo  che  in  ogni 
intorno  _d' un  punto  stanno^ punti  d'una  linea,  potremo 
dedurne  che  essa  passa  per  quel  punto.  Diremo  p.  es.  che 
la  spirale  logaritmica  passa  pel  suo  polo,  sebbene  essa  vi 
giunga  soltanto  dopo  infiniti  giri. 

Se  un  punto  P  è  esterno  ad  un  campo  Cj  può  asse- 
gnarsi un  intomo  del  punto  P  non  contenente  alcun 
punto  del  campo  C.  L' insieme  delle  distanze  di  P  dai 
punti  del  contorno  y  di  C  ammette  un  Hmite  inferiore 
(art.  15)  positivo  o  nullo;  in  questo  secondo  caso  però  in 
ogni  intorno  di  P  esisterebbero  punti-  di  y,  e  quindi  y 
passerebbe  per  P,  contro  Y  ipotesi.  Pertanto  P  dista  da 
tutti  i  punti  di  Y  non  meno  di  una  certa  quantità  r,  e 
quindi  un  cerchio  di  centro  /*  e  di  raggio  r  non  taglia  la 
curva  x^  "la  questa  è  una  linea  chiusa,  quindi  neirinterno 
di  quel  cerchio  non  possono  trovarsi  punti  di  C, 

Il  teorema  può  anche  enunciarsi  come  segue:  Un  piin- 


Ci  Questa  deflnicione  di  continuo  coincide  in  sostanza  con  quella  ben  nota 
data  da  G.  Cantor  (Acta  math.,  T.  U).  V.  anche  Bettazzi,  op.  cit.;  Veronese,  Fonda- 
fMfUi  di  geometria  etc.,  Padova,  Tip.  del  Seminario,  18$l. 
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to^  in  ogni  intorno  del  quale  giacciono  punti  di  un  cani^ 
pò,  appartieMe  a  questo  campo. 

62.  Se  tre  quantità  x,  y,  z  variano  insieme,  in  modo  che 
a  ciascuna  coppia  di  valori  a?,  \j  contenuta  in  un  certo 
campo  corrisponda  un  valore  unico  e  determinato  di  z, 
si  dice  che  z  è  funzione  di  x,  y  in  quel  campo,  e  si  scrive: 

m 

z=f{x,y). 

Il  limite  superiore,  il  limite  infeHm^e  e  l' oscillazione 
di  una  funzione  in  un  campo  si  definiscono  come  air  art. 
17;  e  così  pure  si  estendono  facilmente  alle  funzioni  di  due 
variabili  i  teoremi  degli  art.  18-21. 

Se  L,  1  sono  i  limiti  superio7*e  ed  inferiore  d'una 
funzione  di  2  variabili  in  un  certo  campo  C,  esiste  in 
questo  alnieno  un  punto  tale,  che  il  limite  superiore  del- 
la  funzione  in  qualunque  intorno  di  esso  sia  L,  ed^  al- 
meno un  punto  analogo  pel  limite  inferiore. 

Si  descriva  un  rettangolo  K,  coi  lati  paralleli  agli  assi 
coordinati,  contenente  nel  suo  interno  il  campo  C,  e  lo  si 
divida  come  prima  in  4  parti  eguali  i?^,,  ii?j„  if,,.  i?,^. 
Siano  C^p  6',,,  C^,,  6^^  le  parti  di  C  in  esse  rispetti- 
vamente contenute  (non  potendosi  escludere  che  qual- 
cuna di  queste  manchi);  il  limito  superiore  in  una  al- 
meno di  tali  parti ,  p.  es.  in  (\^,  sarà  ancora  L.  Si  di- 
vida 7?,  ^  in  4  parti  eguali  if,, ,  iif,, ,  i?„,  /if,^,  e  sie- 
no  (7ji,  (7,,,  C,j,  6\^  le  parti  di  C^^  in  esse  conte- 
nute; e  così  di  seguito.  Si  troverà  in  questo  modo  un 
punto  P,  in  ogni  intorno  del  quale  giacciono  rettangoli 
contenenti  porzioni  di  C  in  cui  il  limite  superiore  è  i. 
Il  punto  P  apparterrà  (art.  61)  al  campo  C,  e  il  limite 
superiore  della  funzione  in  ogni  suo  intorno  sarà  i. 

Analogamente  pel  limite  inferiore. 

63.  Una  funzione  f(x,y)  si  dice  continua  in  un  punto 
(C,  d),  se,  presa  a  ad  arbitrio j  può  trovarsi  un  intorno 
e  del  punto   e,  d  per  ogni  punto  (x,  y)  del  quale  sia: 

|Hx,y)-fl:c,d)|   <a. 
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Può  dimostrarsi  come  all'art.  138,  che  questa  defini- 
zione ò  identica  alla- seguente: 

Una  funzione  f(x,y)  è  continua  nel  punto  (e,  d),  se^ 
presa  a  ad  arbitrio^  j:)uò  trovarsi  un  intorno  z  del  punto 
(e,  d)  nel  quale  V  oscillazione  della  funzione  sia  minore 
di  a. 

Meno  semplice  6  iPpassaggio  dall'una  o  dall'altra  di 
queste  definizioni  all'analoga  della  prima  data  all'art.  :38. 

Premettiamo  alcune  osservazioni. 

Se  una  funzione  f{x;ì/)  è  continua  in  un  punto  (c^  rf), 
descritta  una  linea  qualunque  che  vada  a  questo  punto, 
i  valori  che  prende  la  funzione  nei  punti  di  questa  linea 
hanno  per  limite  f{c,d).  Cioè  può  scriversi: 

lim    f(x,y)  ==  f(c4),  .  (1) 

intendendo  con       lim     f(jc\ìj)  il  limite  a  cui  tende  f(x\y) 

fx,y)—fc,dj 

quando  si  vada  al  punto  (e,  d)  lungo  una  linea  qualsiasi. 
Non  è  però  evidente  reciprocamente  che,  se  ha  luogo 
questa  relazione,  la  funzione  sia  continua  in  (e,  d)  nel  sen- 
so delle  precedenti  definizioni. 

Si  credette  in  passato  che  una  funzione  di  x,y  conti- 
nua rispetto  a  ciascuna  delle  variabili  presa  isolatamen- 
te, cioè  tendente  ad  un  Umite  detcrminato  quando  si  va- 
da al  punto  (c,d)  lungo  una  parallela  all'asse  xo  all'as- 
se ?/,  fosse  continua  anche  come  funzione  delle  due  va- 
riabili. È  facile  persuadersi  che,  non  solo  la  continuità 
lungo  le  parallele  ai  due  assi ,  ma  anche  la  continuità 
lungo  tutte  le  rette  passanti  pel  punto  (e,  d\  non  è  con- 
dizione sufficiente  per  la  continuità  della  funzione  nel 
punto  stesso. 

Abbiasi  p.  es.  la  funzione  f{^yy)  nulla  nell'  origine  e 
definita  in  ogni  altro  punto  del  piano  dall'  espressione: 

Per  qualunque   valore  di  x  si  ha  f(xfì)  =  0,   e   per 
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qualunque  valore  di  y  si  lia  f(Q,y)  =  0,  cioè  la  funzione  è 
costantemente  nulla  sui  due  assi  coordinati.  Inoltre ,  se 
y=Jix  è  l'equazione  d'una  retta  passante  per  l'origine,  si  ha: 

ut  ^ 

f(Xy  hx)  = 


l+/i*  0?» 

quindi: 

lini  f(x)ix)  =  0, 


a?=:0 


sicché  andando  all'origine  lungo  una  retta  qualunque  il 
limite  della  funzione  è  zero,  e  però  su  ogni  retta  la  fun- 
zione è  continua,  essendo  /(0,0)  =  0.  Contuttociò  la  fun- 
zione non  è  continua  nell'  origine,  giacché  possono  tro- 
vai-si  linee  passanti  per  l' origine,  lungo  le  quali  la  fun- 
zione tende  a  limiti  diversi  da  zero.  Si  prendano  per  e- 
sempio  le  infinite  parabole  if  =^  hx;  si  ha  : 

h 

f(x)ix)  = 


1+fe* 


sicché  su  ciascuna  di  quelle  parabole  la  funzione  é  co- 
stante e  non  nulla. 

Però  può  dimostrarsi  che,  se  ima  funzione  f(x,y)  tende 
ad  un  liunte  lungo  qualunque  linea  passante  iier  un  pun- 
to  (e,  d),  questo  limite  è  lo  stesso  per  tutte  le  linee,  e  la 
funzione  è  continua  nel  punto  (e,  d);  ossia  che  ^  se  f(x,y) 
non  è  continua  nel  punto  (e,  d),  può  costruirsi  una  linea 
passante  per  (c,d),  lungo  la  quale  la  funzione  non  tende 
ad  alcun  limite. 

Se  la  funzione  f(x,yj  non  è  continua  nel  punto  (e,  d), 
può  trovarsi  una  quantità  p  tale,  che  in  qualunque  in- 
torno, per  quanto  piccolo,  di  fc,  d)  l'oscillazione  della  fun- 
zione sia  maggiore  di  p.  Ne  segue  (cfr.  art.  18),  che  in 
ogni  intorno  di  (e,  d)  potranno  trovarsi  due  punti  tali  che 
la  differenza  dei  valori  corrispondenti  della  funzione  non 
sia  inferiore,  in  valore  assoluto,  a  p.  Sia  /,  un  intorno  di 
(e,  d),  e  sieno  M^,  iV,  due  punti  di  esso  che  soddisfacciano 
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a  tale  condizione,  cioè  pei  quali  —  indicando  con  f(A)  il 
valore  della  funzione  in  un  punto  A  —  sia: 

\f(MJ  ^  f(NJ\^p. 

Prendiamo  un  secondo  intorno  di  (e,  d)  tutto  racchiuso 
entro  I^  e  non  contenente  i  punti  ilf„  N{,  potremo  tro- 
vare in  esso  due  punti  iV/„  iV,  tali  che  sia: 

E  così  di  seguito.  Congiungendo  i  punti  M^,  N^,  J/„  iV„.... 
ordinatamente  con  una  linea  continua,  questa  passerà  (art, 
61)  pel  punto  (CydJ,  e  andando  a  questo  punto  su  di  essa 
la  funzione  non  tenderà  ad  alcun  limite,  giacché  in  qua- 
lunque intorno,  per  quanto  piccolo,  di  fc,d)  si  trovano 
punti  della  linea  nei  quali  la  funzione  prende  valori  dif- 
ferenti tra  loro,  in  valore  assoluto,  per  non  meno  d' una 
quantità  fissa  p. 

Resta  cosi  dimostrato  che  la  relazione  (1)  può  pren- 
dersi come  definizione  della  continuità  della  funzione 
fì^oc.y)  nel  punto  (e,  d). 

Una  funzione  continua  in  tutti  i  punti  d'  un  campo  di- 
cesi continua  in  tutto  il  campo. 

64.  Il  teorema  della  continuità  uniforme  può  enun- 
ciarsi, per  le  funzioni  di  due  variabili,  come  segue: 

Se  f(x,y)  è  continua  in  un  campo  C,  presa  a  ad  arbi^ 
trio,  può  detei^iinarsi  una  lunghezza  r  tale  che  in  ogni 
cerchio  di  raggio  r  contenuto  nel  campo  C  /'  oscillazione 
della  funzione  sia  minore  di  a, 

I  teoremi  degli  art  41-43  si  estendono  immediatamente 
alle  funzioni  di  due  variabili. 

Però  è  da  notarsi  che  la  dimostratone  del  teorema 
dell'  art.  42  deve  leggermente  modificarsi  per  '  essere  a- 
dattata  al  caso  presente. 

Trovati  i  punti  P,  Q  tali  che  sia: 

f(P)  =  l,f(Q)=.L, 
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si  congiungano  questi  due  punti  con  una  linea  continua 
tutta  contenuta  entro  il  campo  considerato.  Su  questa  li- 
nea potrà  trovarsi  un  punto  R  tale  che,  se  S  è  un  punto 
qualunque  della  linea  compreso  tra  P  ed  Ry  in  tutto  l'ar- 
co PS  la  funzione  sia  minore  di  M,  e,  se  Tè  un  punto 
qualunque  della  linea  compreso  fra  JR  e  0,  la  funzione 
sull'arco  PT  non  sia  sempre  minore  di  M.  Si  dimostra 
come  air  art.  42  che  dev*  essere  t(R)  =  M. 

Il  teorema  dell'art.  44  può  generalizzarsi  così: 
Se  u==t(x,y),  v=q>(x,y)  sono  funzioni  continue  per  x=c, 
y=d,  e  se,  posto  f(c,d)=g,  (p(c,d)=h,  F(u,v)  è  una  funzione 
continua  per  u=g,  v==h,  F(f(x,y),  9(x,y))  è  una  funzione  di 

x,y  continua  per  x=c,  y==d.  —  Più  brevemente:  Ogni  fun- 
zione continua  di  piii  funzioni  continue  è  una  funzione 
continua. 

64.  La  teoria  delle  funzioni  d'un  numero  qualunque  di 
variabili  può  svolgersi  in  modo  del  tutto  analogo  a  ciò 
che  si  è  latto  per  le  funzioni  dì  due  variabili.  Qui  però, 
almeno  quando  il  numero  delle  variabili  è  maggiore  di 
3,  ci  manca  il  sussidio  della  rappresentazione  geometrica, 
di  cui  si  è  fatto  sinora  largo  uso.  Si  suole  tuttavia  adot- 
tare talvolta,  anche  per  un  numero  qualunque  n  di  va- 
riabili ,  il  linguaggio  geometrico ,  prendendo  come  i- 
magine  di  tutti  i  possibili  sistemi  di  valori  di  n  variabili 
indipendenti  i  punti  d'uno  spazio  piano  ad  n  dimensioni. 
Questo  serve  a  dar  maggior  concisione  ed  evidenza 
al  linguaggio  senza  nuocere  alla  generalità  dei  risul- 
tati, giacché,  trattandosi  qui,  non  già  di  un  mezzo  di  di- 
mostrazione, ma  di  una  semplice  rappresentazione  geo- 
metrica, o  piuttosto  di  un  linguaggio  abbreviato,  le  con- 
siderazioni analitiche  rimangono  aflfatto  indipendenti  da 
qualunque  discussione  sulla  possibilità  e  sulla  natura 
degli  spazi  ad  n  dimensioni. 
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PARTE  Sl!:CONDA 

DERIVATE  ED  INTEGRALI 
DELLE  FUNZIONI  D'  UNA  VARIABILE 


Derivata 


66.  Se  f(x)  è  una  funzione  continua  in  e,  t(x)  -  f\,c)  è 
una  funzione  infinitesima  in  questo  punto.  Può  avvenire, 
ed  anzi  avviene  nei  casi  più  comuni^  che  f(cc)^f(c)  sia  un 
infinitesimo  del  primo  ordine;  allora  il  quoziente  : 

f(x)-'f(c) 
x  —  c     ' 

che  ha  il  nome  di  rapporto  mcremenfale ,  al  tendere  di 
X  a.  e  tende  ad  un  limite  determinato,  che  si  denota  con 
f(c),  e  si  dice  valore  della  derivata  di  f(x)  ìiel  punto  e. 
Si  ha  cioè: 


lim  fI^t:M^f(o). 


X 

Si  dice  in  questo  caso  che  là  f\ix)  nel  punto  e  ammette 
una  derivata,  o  è  derivabile. 

Se  una  funzione  ò  derivabile  in  tutti  i  punti  d'  un  in- 
tervallo, i  valori  della  sua  derivata  costituiscono  una  fun- 
zione definita  neirintervallo  stesso,  la  quale  si  dice  derivata 

df^x) 
della  f(x),  e  si  denota  con  f(x)y  con  Dxf{x)  o  con  -~ — . 
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Da  ciò  che  si  è  detto  segue  che  la  continuità  è  una 
condizione  necessaria  per  V  esistenza  della  derivata.  Per 
lungo  tempo  si  ammise  che  essa  fosse  anche  sufficiente  , 
fondandosi  specialmente  sulla  presunzione  che  ogni  funzione 
continua  sia  rappresentabile  mediante  una  curva  ordinaria. 
Però  studi  recenti  hanno  dimostrato  che  la  continuità  non 
è  condizione  sufficiente  per  la  derivabilità,  rivelando  V  e- 
sistenza  di  funzioni  continue  in  tutto  un  intervallo  e  non 
aventi  derivata  in  infiniti  punti,  od  anche  in  alcun  punto 
di  esso.  Di  quest'  ultima  specie  è  la  funzione  : 

frx)=  S  a«  cos  6«  ai, 

dove  a  è  positivo  e  minore  di  1,  e  6  è  un  numero  intero 
dispari. 


Integrale  definito 

67.  Abbiasi  una  funzione  f(xj  data  in  un  intervallo  ab, 
e  sieno  L,  /,  D  ì  suoi  limiti  superiore  e  inferiore  e  la  sua 
oscillazione  in  queir  intervallo.  Dividasi  ab  in  un  nu- 
mero n  qualunque  di  parti,  eguaU  o  no,  5^,,  5^,, ....,  S^n ,  e 
sieno  Lh,  h,  I)h  i  limiti  superiore  ed  inferiore  e  l'oscilla- 
zione di  f(x)  neirintervallo  ^h  .    Poiché  la  somma  di  ^^ , 

5",,  ,  S'n  è  eguale  airintero  intervallo  ab,  ossia  a  b—a,  e 

le  quantità  i, ,  Z,,  ,  Ln  sono  tutte  (art.  19)  eguali  od 

inferiori  ad  L,  mentre  le  Z,,  /„ ,  U  sono  tutte  eguali  o 

superiori  ad  Z,  si  avrà: 

s=ì^hlh^(b-a)l    ,    S^-i^hLh^fb-aJL. 

Suddividiamo  ciascuno  dei  tratti  8^^,  8^,, ....,  ^n  in  parti, 
per  modo  che  l'intervallo  ab  risulti  diviso  in  n'>n  seg- 
menti ^^^,  8^,,  ,  5^n;  ripetendo  lo  stesso   ragionamento 
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per  ciascuno  dei  segmenti  ^h ,  e  indicando  con  Lh ,  h    i 
soliti  elementi  relativi  al  tratto  ^'h ,  si  avrà  : 

Proseguendo  ulteriormente  la  suddivisione,  si  viene  ad 
ottenere  una  successione  generalmente  crescente  5,  s*,  5", ..., 
ed  una  generalmente  decrescente  S,  S\  S",  ....;  e  può  os- 
servarsi che,  essendo  h  <  Ln  ,  ne  segue  5  <  S,  e  analoga- 
mente 5'<S',  s"<iS",  etc.  Pertanto  ciascuna  delle  due 
successioni  ammette  (art.  12)  un  limite,  e  il  limite  k  della 
prima  non  è  maggiore  (art.  11)  di  quello  iT  della  seconda. 
Può  scriversi  dunque: 

k  =  lim  ^^hlh     y    K=lim  ^^hLh(% 


Dalle  due  prime  relazioni  segue  (art.  28): 

Si  può  dedurre  di  qui  che,  dato  un  certo  sistema  di  suddi- 
ti n 
visioni  successive,  le  somme  2  ^h  Ih ,  2  S'h  Lh  tendono  allo 

bsl  h=l 

n 

stesso  limite  sempre  e  soltanto  quando  2  ^w  Dn  tende  a  0. 

h=1 

68.  Supponiamo  ora  che,  per  un  certo  sistema  di  sud- 
divisioni, che  denoteremo  con  A,  sia: 

lim  2  &hDh  =  0. 


n  Qui  per  lim     £  sMntende  il  limite  a  cui  tende  la  somma   indicata  quando 

f»=aOO  A=1 

si  applichi  air  intervallo  una  certa  serie  indefinita  di  suddivisioni  successive. 
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Applichiamo  all' intervallo  db  un  altro  sistema  di  sud- 
divisioni A*  il  quale  soddisfaccia  a  questa  condizione:  che, 
presa  a  ad  arbitrio,  possa  determinarsi  uno  stadio  di 
suddivisione  in  cui  tutti  gli  intervalli  sieno  minori  di  a , 
0  più  brevemente  :  che  V  ampiezza  degV  intervalli  tenda 
uniformemente  a  zero  (cfr.  art.  56)  al  tendere  alVinfinito 
del  loro  numero.  Diremo  normale  un  tale  sistema* 

Per  r  ipotesi  fatta ,  presa  a  ad  arbitrio ,  può  imagi- 
narsi  il  primo  sistema  di  suddivisioni  spinto  abbastanza 
innanzi  perchè  sia: 


n 


a 


"S  ^hDH<  -H-.  (1) 

Determinato  così  il  numero  n ,  supponiamo  spinto  il 
secondo  sistema  di  suddivisioni  abbastanza  innanzi  perchè 

tutti  gì'  intervalli  parziali  sieno  più  piccoli  di  ^- — y^^. 

Contraddistinguiamo  con  una  lineetta  sovrapposta  gli  ele- 
menti relativi  al  sistema  A,  e  designiamo  quindi  con  S^,, 
^,,....^*5Vr  gl'intervalli  parziali  corrispondenti  allo  stadio 
considerato  di  questo  sistema  di  suddivisioni.   Sieno  ^^ , 

^,, ,  ^  gl'intervalli  che  cadono  per  intero  nell'inter- 
vallo 5^, ,  avvertendo  che  potrebbe  eventualmente  non  e- 
sistere  alcun  intervallo  del  secondo  sistema  il  quale  sod- 
disfacesse a  questa  condizione.  Poiché  : 

e  (art.  20)  : 

'Dh^D,         r/i  =  l,2,.  ..,rj, 


sarà: 


tei  ' 
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Ripetiamo  il  ragionamento  per  gli  altri  intervalli  5^,, 

n 

5^8,..,  ^n ,  e  denotiamo  con  2'  ^h  Dh  la  somma  dei  prodotti 

^h  T)h  estesa  a  tutti  gì'  intervalli  5Tche  sono  contenuti  per 
intero  in  qualche  intervallo  ^i  ,  T  apice  che  si  è  apposto 
al  simbolo  S  essendo  appunto  destinato  ad  indicare  tale 
restrizione.  Sommando  tutte  le  relazioni  analoghe,  otte- 
niamo: 

Ora,  poiché  n  —  1  sono  i  punti  di  divisione  che  deter- 
minano gr  intervalli  5*,,  5^,,....,  S',» ,  altrettanti,  o  meno,  sa- 
ranno gli  intervalli  ^h  non  contenuti  per  intero  in  al- 
cuno di  quegU  intervalli,   e  quindi,  ricordando  che  per 

ipotesi  ciascuno  di  essi  è  minore  di  7. rr^.-  e  che  T  o- 

scillazione  in  ciascuno  di  essi  non  può  superare  D  (art. 20), 
sarà: 

ossia  riducendo  e  tenendo  conto  della  (1): 

che  può  scriversi  anche: 

Uhi  2  '^h  Dh=0, 

n=oo  h=A 


e  da  cui  segue  (art.  28): 


n    -__  n  . 

lini  2  ò^A  Ih  =  lini  2  ^a  La  . 

71=00  h=A  fl=:O0     A=1 
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Pertanto,  se  per  un  dato  sistema  di  suddirisionl  A  le 

D  n 

somme  2  ^h  Ih,  2  ^hIai  tendono  ad  un  medesimo  limite  u. 

h=t  h=1  ' 

j)er  qualunque  altro  sistema  normale  di  suddivisioni  1 

esse  tendono  pure  ad  un  medesimo  limite^. 

69.  Vogliamo  ora  dimostrare  che,  qualunque  sia  il  si- 
stema noi^male  A,  si  ha  u  =  u. 

n 

Da  ciò  che  si  è  detto  risulta  che,   se  lim  2  ^hDh=  0, 

71=00  h=j:\ 

le  5,s',5%....  eie  SyS[,S"j...,  costituiscono  una  coppia  di 
classi  che  diremo  A^,Av  il  cui  elemento  di  separazione  è 
u.  Avremo  quindi,  collo  notazioni  degli  articoli  precedenti: 

dove  ^,.3,  sono  le  classi  analoghe  alle  A^,i4,  pel  sistema 
A,  le  quali  (art.  68)  formano  pure  una  coppia. 

Dopo  ciò  imaginiamo  i  due  sistemi  di  suddivisioni  giunti 
a  certi  stadi  determinati,  per  modo  che  V  intervallo  ab  si 

trovi  diviso  in  n  tratti  ^k  ed  anche  in  n  tratti  ^h  ;  e  sie- 

no  s,  S,  5,  IS  le  note  somme  relative.  L' insieme  dei  punti 
di  divisione  segnati  sul  segmento  ab  determina  una  divi- 
sione di  esso  in  un  certo  numero  n  di  tratti  &h  ;  e  noi  de- 
signeremo con  5,  S  le  somme  corrispondenti.  Poiché  tale 

divisione  in  n  parti  può  imagi narsi  ottenuta,  o  suddivi- 
dendo gli  n  intervalli  ^h ,  o  suddividendo  gli  n'intervalli 
^h ,  si  avrà  (cfr.  art.  67): 

inoltre; 
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Ne  segue: 

sicché  gli  elementi  della  classe  A^  sono  lutti  eguali  o  mi- 
nori di  quelli  della  classe^,,  e  gli  elementi  della  classe  A^ 
sono  tutti  eguali  o  minori  di  quelli  della  classe  A^,  Cioè 
(art.  2): 

70.  Riassumendo: 

Se  per  un  dato  sistema  di  suddivisioni  lu   somma 

n 

S  ^hDh tende  a  zeroy  lo  stesso  ha  luogo  per  qualunque 

n  n 

sistemanormaledisuddivisioniye  le  somme  S  S'u  Ih ,  S  S'h  Lh 

h=H  h=1 

tendono  ad  un  liynite  comune,  indipendente  dai  sistema 
di  suddivisioni  al  quale  esse  si  riferiscono. 

Indichiamo  con  fh  il  valore  della  funzione  ffx)  in  un 
punto  qualunque  del  tratto  ^h  ;  sarà  h^fh^  Lh  ,  quindi: 


Supposto: 


S  5^A  Za  <  S  ^A  A  <  2  ^A  Lh  . 
h=\  A=i  *=i 


lini  i  ^HDh  =  0,  (1) 


n  n 

lo  somme  S  S'a  Za  ,  S  «S^a  /-'A  tenderanno  ad  un  medesimo  11- 
mite,  il  quale  sarà  pure  (art.  26)  il  limite  a  cui  tendo 

n 

S  S^A  A  .  Adunque: 

Se  per  un  certo  sistema  di  suddivisioni  ha  luogo  la 

n 

(1),'  la  somma  S  S^nfii  tende  ad  un  limite  determinato,  il 
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quale  è  indipendente  dal  sistema  di  suddivisioni  a  cui 
la  somma  si  riferisce  e  dalla  scelta  dei  valori  fc  detta 
funzione  nei  singoli  intervalli  S'u . 

Questo  limite  si  dice  Y  integrale  definito  di  f(x)  esteso 
aW  intervallo  ab,  e  si  designa  con: 


/' 


fCx)dx; 

a  e  b  sono  i  limiti  dell*  integrale.  La  (1)  prende  il  nome 
di  condizione  d' integrabilità,  e  le  funzioni,  per  le  quali 
essa  è  soddisfatta  relativamente  ad  un  dato  intervallo, 
diconsi  integrabili  in  quell'intervallo. 

71.  Alla  condizione  d'integrabilità  può  darsi  un'altra 
forma,  dovuta  a  Riemann  (*): 

La  condizione  necessaria  e  succiente  perchè  una  firn- 
zione  sia  integràbile  in  un  intervallo  d  è  che,  prese  ad 
arbitrio  due  quantità  positive  a,  %  si  possa  dividere  l'in- 
tervallo in  un  certo  numero  n  d'intervalli  parziali  in 
mx)do  che  la  somma  degli  intervalli  nei  qtcali  V  oscilla- 
zione della  funzione  supera  a  sia  minore  di  % 

Supposta  soddisfatta  la  (1)  dell'  art.  precedente,  si  po- 
trà spingere  abbastanza  innanzi  la  suddivisione  perchè  sia: 

S  ^hDh  <<Tt). 

Ora,  se  p.  es.  indichiamo  con  ^„  ^„..,^/^  (dove  t\,  v**>  \ 
sono  numeri  della  serie  1, 2,...,  n)  quelli  tra  gì'  intervalli 
^Auei  quali  l'oscillazione  supera  9,  sarà: 

Ai  >  <y,  A,  >  <y,...,  A^  >  <y, 
e  quindi: 


O  OcMMMMtta  W$rk$,  Leipzig,  Teubner,  1876,  p.  »7. 
YsTàm  —  Caleoh  JnfiniktHnal^. 
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da  cui: 

Reciprocamente  supponiamo  soddisfatta  la  condizione 
del  teorema.  Scelta  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  s,  e 
prese  due  quantità  9,iq  che  soddisfacciano  alle  disegua- 
glianze: 

dove  B  denota,  come  al  solito,  l' oscillazione  della  fun- 
zione neir intervallo  d,  si  potrà  dividere  l'intervallo  in  n 
parti  ^p..,^fi  in  modo  che  la  somma  dei  segmenti  in  cui 
l'oscillazione  supera  a  sia  minore  di  y).  Sieno  come  prima 
tali  segmenti  ^^4,  ^*„..,  *•> ,  ed  indichiamo  i  segmenti  rima- 
nenti con  5^4,  */, ,...,  fiy, ,  essendo  r+s^n,  ed  essendo  \,  t„ 
....,tr ,  J*'-  Jv  --^ii  ^^^  permutazione  dei  numeri  1, 2,...,  n. 
Sarà  (art.  20:) 

Di,  s  A  A, <  A...,Ar  <  A 
inoltre: 

-Dyi<  <T,  A,  ^  ^i--»  A.  ^  <'» 
quindi: 

a^^A  Da  <  (^*4 + ^t.  +...+^v  )  ^+(^yi +^y.+--Ky,)  ^. 

Ora: 


quindi  : 

S  ^A  Da  <  e. 

A=s1 

72.  Dalla  definizione  d' integrale  definito  risultano  im- 
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mediatamente  le  seguenti  proprietà- elementari: 

j  f:x) dx^a,  J  f(x) dx  =  -J  f(x) dx. 

a  a  b 

J  f(x)  dx  +  /  fcx)  dx  =.  /  frx)  dx. 

ab  a 

Riguardo  a  quest'  ultima  relazione,  che  è  evidente  quan- 
do b  si  trova  fra  a  e  e,  è  da  notarsi  che  essa  sussiste  per 
qualunque  posizione  relativa  dei  tre  punti,  come  è  facile 
stabilire  mediante  la  relazione  precedente. 

73.  Una  funzione  continuui  in  tutto  un  intervallo  è  in^ 
tegràbUe  in  esso. 

Presa  a  ad  arbitrio,  noi  possiamo  (art.  40)  trovare  una 
quantità  r  tale  che,  dividendo  Y  intervallo  in  tratti  tutti 
minori  di  r,  Y  oscillazione  in  ciascuno  di  .questi  sia  mi- 
nore di  9.  Quindi  è  soddisfatta  la  condizione  dell'  art.  71. 

In  particolare:  Una  costante  può  considerarsi  come  una 
funzione  integrabile. 

È  da  notarsi  che  la  continuità  è  condizione  sufficiente 
ma  non  necessaria  per  l'integrabilità,  come  è  facile  mo- 
strare con  esempi^  e  come  risulta  del  resto  dal  teorema 
dell'art,  seguente,  il  quale  permette  p.  es.  di  dedurre 
immediatamente  da  una  funzione  continua  una  funzione 
discontinua  ma  integrabile. 

74.  Se  due  funzioni  f(x),  9(x)  hanno  il  medesimo  va- 
lore in  tutti  i  punti  d'  y,n  intervallo  ab^  fatta  eccezione 
per  un  numero  finito  di  essi,  e  se  f(x)  è  integrabile  in 
queir  intervallo,  lo  è  pure  (^n),  e  i  due  integrali  sono 
eguali. 

Sieno  C|,  e,,..,  cr  i  punti  in  cui  le  due  funzioni  hanno  va- 
lori diversi,  e  si  denoti  con  p  la  più  grande  delle  quan- 
tità: 

\9(C0  -  /TCJI,  [9(CJ  -  /(C.)|,..,  \<^(Cr)  -  f(Cr)\. 
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Si  applichi  air  intervallo  un  sistema  normale  di  sud- 
divisioni^ che  potrà  imaginarsi  spinto  abbastanza  innanzi 
perchè  sia: 

essendo  a  una  quantità  arbitraria,  e  denotando  Dh  V  o- 
scillazione  di  f(xj  nel  tratto  &h.  Se  Sii  è  l' oscillazione  di 
9far)  nello  stesso  tratto,  sarà  Dh  =  Dh  nei  tratti  non  con- 
tenenti alcuno  dei  punti  e,  e  Dh  ^Dh  +  p  negli  altri,  che 
indicheremo  con  *4,^„...,^.,. .  Ne  segue: 

S  »A  5i  <  ì^hDh  +  (^i,  +  ^4  +•+  ^ijp. 
Ma: 

quindi: 

S  dkDh<(j, 

sicché  9('a?J  è  integrabile  neir  intervallo  ab. 

Siccome  poi  nei  tratti  non  contenenti  alcuno  dei  punti 

e  si  ha  Xa  =  La  ,  e  negli  altri  si  ha  La  <  ìa  +  i),  dove 

Za  è  il  limite  superiore  di  (^(x)  nel  tratto  ìk  ,  cosi  sarà: 

2  ìa  Za  2S  2  5a  Za  +  (ài,  +  òi^  +..+  ^.^  )p, 
donde: 

S<JaZa<  S(}aZa  +  ~, 

A=H  A=s1  ^ 
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e,  poiché  (3  è  arbitraria  (v.  nota  all'  art.  57): 

«  —  n 

lim  S  òhLh=^  lim  S  òhLh, 


ossia: 


/  (^x)  dx^^  I  f(x)  doG 


75.  Una  funzione  integrabile  in  un  intervallo  ab  è 
integrabile  anche  in  qitalunqice  intervallo  ed  in  esso 
contenuto. 

Infatti,  supposto  il  sistema  di  suddivisioni  scelto  in  mo- 
do che  due  punti  di  divisione  cadano  in  e,  d,  la  somma 
S  ih  Dh  relativa  air  intervallo  ed  sarà  composta  d'  una 
parte  dei  termini  che  costituiscono  la  somma  S  oh  Dh  re- 
lativa air  intervallo  ab;  e ,  poiché  quest'  ultima  consta  di 
termini  tutti  positivi,  e  tende  a  zero  per  ipotesi,  tenderà 
a  zero  anche  Y  altra. 

76.  Se  una  funzione  f{x)  integrabile  in  un  intervallo 
ab  non  è  mai  negativa  (positiva)  in  questo  intervallo,  il 
suo  integrale  esteso  all'  intervallo  stesso  non  può,  essere 
^negativo  (positivo). 

Infatti   (  art.   15  )   si  ha  Za  >  0,    e    quindi   (  art.  25  ) 
fi 
lim  S  òklh>  0^  ossia: 

fB=3Q0  ÌV^iA 

f(x)dx>Q. 


J 


TI.  Se  due  funzioni  f(x),  9(x)  sono  integrabili  in  un 
intervallo  ab,  e  se  in  tutti  i  punti  di  esso  f(x)  >  9(x),  ne 
segue: 


J  fx)  dx  >  /9(x)dx. 
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Infatti  si  Ila  Lh>  Lh^  dove  Lh  ,  L^  sono  i  limiti  supe- 
riori di  f(x),  (p(x)  nel  tratto  ^h ,  e  quii^di: 


da  cui  Cart.  11): 


n  n  — 

lini    2  9hLh^  lim  2  ^hLhy 

nego   Assi  n=aoo     Assi 


ossia: 


J  f(x)dx>  J  f^x)dx. 

a  a 

78.  5^  f(x)  è  integrabile  in  un  intervallo  ab,  lo  è  pure 
If(x)|,  e  si  ha: 

«6  ^b 


\Jf(;^)dx^:sJ\{(x)\àx. 


a  a 

Le  oscillazioni  Dh  ,  A  delle  funzioni  f(x),  \f(x)\  neir[in- 
tervallo  ^a  sono  eguali,  se  in  quel   tratto  /ìfx)  conserva 

sempre  uno  stesso  segno;  nel  caso  contrario  Da  è  minore 

di  jDa  .  Quindi  in  ogni  caso  Da  <  -Da  ,  e  perciò: 

0<S  ^aSi<2  ^aDa, 

•      •  A— si  Assi 

sicché  dalla: 


lim  S  *aDa=0 


lim  2  ^aDa=:0, 

A=H 


segue  (art.  26): 


quindija  \f(x)\  è  integrabile. 

Se  Lh  è  il  limite  superiore  di  \f(x)\  nel  tratto  ^a  ,  è  noto 
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che  esso  (art.  16)  è  eguale  al  più  grande  del  due  valor 
\Lk\,  \lk\i  quindi  in  ogni  caso: 

e  per  conseguenza: 

a  »*  2^  ^  2  »A  I  Za  I  >  1 1  ^*  Z«  I  , 

te^  Acri  Assi 


ossia: 


A=1  A=1  A=1 


donde  segue  (art.  11): 

—  lim   2  *A Zi :S  lim'S  9h U S  Um  S  òkLh , 

fissoo  Assi  ne»  OB  Assi  nssosAsI 


ossia: 


-J  \f^x)\  dx^J  f(xj  dx  ^J\f(x)\  Ux, 


a 

o  infine: 


y  f(x)  dx\^J\f(x)\  dx. 

a  a 

79.  Da  ciò  che  si  è  detto  air  art.  67  e  seguenti  risulta: 
(h--ajl^j  f(x)dx^(h-Hi)L. 

a 

Vi   sarà  quindi   un  numero  M  compreso  fra  i  ed  X,  e 
tale  che: 


/ 


f(X)dX  aa  (b-^)  M. 
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Questa  forinola  è  conosciuta  sotto  il  nome  di  primo 
teorema  della  m^dia. 

Se  la  funzione  f(x)  è  continua  neir intervallo  ab,  esi- 
sterà (art.  42)  almeno  .'un  punto  e  di  questo  intervallo 
tale  che  f(c)  =Af.  Si  può  porre: 

dove  O^T^l,  e  la  formola  diviene  allora: 


ff 


f(x)  dx  ==  (6— a)  f(a  +  t  (h'^a)). 


Se  Zi  è  il  limite  superiore  di  \f(x)\  nell'intervallo  ab, 
cioè  la  più  grande  delle  due  quantità  [Li  \l\,  si  ha: 


/' 


^  \f(x)\dx^(b^a) L, 
e  quindi  (art.  78): 


I  r* 


dx 


^{h—a)  L. 


80.  Il  calcolo  diretto  d'un  integrale  definito  in  base 
alla  definizione  datane  sopra  presenta  in  generale  gravi 
difficoltà,  e  noi  vedremo  in  seguito  come  esso  in  generale 
possa  evitarsi.  Vogliamo  tuttavia  mostrare  con  un  e- 
sempio  come  si  possa  effettuare  un  tale  calcolo  nei  casi 
più  semplici. 

Abbiasi  a  determinare  il  valore^di  J  x^  dx,  dove  e  è 

una  quantità  maggiore  di  1^  ed  r  è  un  numero  intero  e  posi- 
tivo. Anzitutto  la  funzione  og^  è  integrabile,  perchè  (art.  73) 
è  continua  (art  43).  Segniamo  nelFintervallo  d'integrazione 
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JL  JL.      ^ 
i  punti  di  divisione  e» ,  e*» ,..,  e» ,  dove  n  è  un  numero  intero 

arbitrario,  e  scriviamo  per  brevità  q  in  luogo  di  c«  .  Sarà: 

prendendo  poi  per  fu  il  valore  della  funzione  nelF  estre- 
mo di  sinistra  dell'  intervallo  oh ,  sarà: 

Si  avrà  quindi: 

h^X  Assi  A^sf 

_  g^r-^-Vn^l g/^r^Vn-l 

-  (  S'      ^>'      gr^l  «  1    -gr  +gr-1  +...,  +j2  +^+1  " 


Ora  (art.  33): 
quindi  (art  32): 


lini  g*  =  lim  e»  =  1, 


ossia: 


r+1 


r 


r+1 


Integrale  indefinito 

81.  Se  una  funzione  ffx)  è  integrabile  in  un  intervallo 
ab,  essa  lo  è  pure  (art.  75)  in  ogni  intervallo  ax,  dove  x 
è  un  punto  qualunque  di  ab.  Quindi  ad  ogni  punto  x  di 

ab  corrisponde  un  valore  determinato  di   I  f(x)  dx,  cioè 
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ff(x)  dx  è  una  funzione  di  x  definita  in  tutto  T  inter- 


vallo ab. 
Scriviamo: 


p(x)dx^F(x), 

a 

e  indichiamo  con  Cj  d  due  punti  qualunque  dell*  interval- 
lo aJb\  avremo  (art.  72): 

F{a)  =  0  ,  F(h)  =  fF(x)dx, 

a 

Ufx)  da;  =(f(x)  cb:  ^ff(x)  dx = F(d)  -F{c), 

•  a  a 

rf(x)dx-ff(x)  da?  =  Cf(x)  dx = F(c). 

a  e  a 

Da  quest'ultima  relazione  risulta  che  due  integrali,  il 
cui  limite  superiore  è  la  variabile  indipendente,  e  i  cui 
limiti  inferiori  sono  costanti  diverse,  differiscono  tra  loro 
per  una  costante.  Quindi  è  che  la  notazione: 

frCa:)  dx, 

dove  non  è  indicato  il  limite  inferiore  ,  rappresenta  una 
quantità  determinata  a  meno  d'una  costante  additiva.  Si 
usa  omettere  l'indicazione  del  limite  superiore,  quando 
esso  è  la  stessa  variabile  indipendente,  e  scrivere: 


/  fifxj  dx. 
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L'integrale  Jf(x)  dx  o  jf(x)  dx,  dove  il  limite  su- 
periore è  la  variabile  indipendente  e  il  limite  inferiore  è 
una  costante  indeterminata,  dicesi  integrale  indefinito, 
od  anche  semplicemente  integrale. 

Pertanto  l'integrale  indefinito  è  una  funzione  F(x) 
della  variabile  x,  determinata  a  meno  d' una  costante  ad- 
ditiva. 

82.  La  funzione  Ffx)  cosi  definita  possiede  due  pro- 
prietà importanti. 

a)  Essa  è  continua.  -  Infatti,  presa  a  ad  arbitrio,  e 
indicando  con  L  il  limite  superiore  di  \f(x)i  si  ha  (art.  79): 


!/•« 


+  * 


f(xjdx 


,^L, 


e  quindi,  per  ogni  ^  <~: 

Li 


\fmdx 


<<T. 


Ma  (art  72): 


/« 


f(oo)dx^F(x±^)^F(x), 


quindi: 

\F(x±^)~F(x)\<^<i. 

h)  Nei  punti  in  cui  f(x)  è  continua,  essa  è  la  derivata 
di  F(x). 

Se  f(x)  è  contìnua  nel  punto  x\  presa  <y  ad  arbitrio, 
potrà  determinarsi  un  intorno  simmetrico  di  x  di  am- 
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piezza  2e  tale  che  in  esso  T  oscillazione  della  funzione  sia 
minore  di  a  (art.  38).  In  questo  intorno  il  limite  supe- 
riore della  funzione  ffx)  sarà  ^/lfx)'\-cT,  e  il  limite  in- 
feriore SdiYk  >f(x)  -  a,  quindi  si  avrà  (art.  79): 

/*±? 

X 

per  ogni  *  <  e.  Ne  segue: 

e  quindi  (art.  23,66)  : 

F'(x)=r(oo). 

83.  Questa  seconda  proprietà  dell'  integrale  indefinito 
mostra  che  V  integrazione  e  la  derivazione  sono,  sotto 
una  certa  condizione  restrittiva,  operazioni  inverse;  che 
cioè,  se  F(x)  è  l'integrale  di  ffx),  f(x)j  nei  punti  in  cui 
è  continua,  è  la  derivata  di  FfxJ.  Quindi,  dovendo  calco- 
lare r  integrale  d'  una  funzione  fC3(^Jj  anziché  procedere 
in  base  alla  definizione  d' integrale  data  negli  art.  67  e 
seguenti,  cercheremo  se  tra  le  funzioni  che  conosciamo 
ne  esista  alcuna  la  cui  derivata  sia  f(xj;  trovata  una  tale 
funzione,  essa  ci  darà,  a  meno  d'  una  costante  additiva 
arbitraria^  Y  integrale  indefinito  di  f(x).  Se  poi  si  volesse 
r  integrale  definito  fra  due  limiti  costanti,  basterà  ricor- 
dare che  (art.  81)  si  passa  dall'  integrale  indefinito  al- 
l' integrale  definito ,  ponendo  successivamente  neW  e- 
spressione  dell'integrale  indefinito,  in  luogo  di  x,Ml 
limite  superiore  e  il  liiìdie  inferiore  dell'  integrale  de- 
finito, e  facendo  la  differenza  dei  due  risultati. 

Vogliasi  p.  es.  calcolare    1  x^  dx,  già  determinato  per 

1 
altra  via  (art.  80). 
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Per  ottenere  Y  espressione  deir  integrale   indefinito 
.v  dx ,  osserveremo  che  (  come  si   troverà  più  innanzi  ) 

x^è  la  derivata  di  — nr,  sicché  sarà: 


/ 


dove  C  denota  una  costante  arbitraria.  Per  passare  al- 
l' integrale  definito  porremo  nel  secondo  membro  in  luo- 
go di  X  prima  e  e  poi  1,  e  faremo  la  differenza  dei  due 
risultati;  avremo  così: 


f 


Teoremi  sopra  Is  derivate  e  gi'  integrali 

84.  La  definizione  di  derivata  e  quella  d' integrale  rac- 
chiudono in  sé  in  sostanza  V  intero  Calcolo  infinitesimale. 
Data  una  funzione,  la  determinazione  della  sua  derivata 
non  é  che  la  ricerca  del  limite  del  suo  rapporto  incre- 
mentale, cioè  un'operazione  puramente  algebrica;  il  cal- 
colo d'un  integrale  poi  si  riduce  (art.  83»  a  cercare  se  tra 
le  funzioni  note  ne  esista  una  la  cui  derivata  sia  la  fun- 
zione da  integrarsi. 

Però,  se  per  ogni  derivata  che  occorre  di  calcolare  si 
dovesse  eseguire  un  passaggio  al  limite,  la  determinazio- 
ne delle  derivate  non  sarebbe  né  facile  né.  spedita.  Per- 
tanto si  è  cercato  di  ridurre  la  derivazione  ad  un'  opera- 
zione quasi  meccanica,  cioè  che  si  possa  eseguire  senza 
ricorrere  alla  definizione  di  derivata  né  effettuare  alcun 
passaggio  al  limite;  e  ciò  coi  mezzi  seguenti: 

aj  Una  serie  di  teoremi,  che  permettono  di  esprimere 
la  derivata  della  somma,  del  prodotto,  del  quoziente  etc. 
di  più  funzioni  mediante  le  derivate  delle  funzioni  stesse. 
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b)  Determinazione  diretta  delle  derivate  delle  cosidette 
funzioni  elementari,  colle  quali  si  compongono,  mediante 
operazioni  algebriche  in  numero  finito  od  infinito,  le  fun- 
zioni cbe  figurano  nell*  analisi. 

I  teoremi  di  cui  sopra,  insieme  ad  altri  che  ad  essi  si 
connettono,  formano  V  oggetto  del  presente  capitolo, 
mentre  la  determinazione  delle  derivate  delle  funzioni  ele- 
mentari verrà  effettuata  nel  successivo. 

85.  La  derivata  d' una  funzione  costante  in  un  intomo 
d' un  punto  e  è  nulla  in  quel  punto. 

Infatti ,  se  per  tutti  i  punti  x  d'un  intorno  del  punto 
e  si  ha  f[x)  =  f(c),  ne  segue: 

fCco)-f(c)^^ 
x  —  c  ' 

e  quindi: 

mssc         X  —  e 

ossia  r(c)  =  0. 

Un'estensione  di  questo  teorema  è  il  seguente: 

Se  e  è  un  punto  limite  d' un  insieme  I  di  punti  nei 
quali  la  funzione  f][x)  continua  nel  punto  e  prende  un 
medesimo  valore  a,  si  ha  f(c)  =  a;  e  se  inoltre  la  f(x)  è 
derivabile  nel  punto  e,  si  ha  f'{c)  =  0. 

Infatti,  se  fosse  f(c)=^h^  a,  f(x)--a  sarebbe  diversa 
da  zero  nel  punto  e,  e  quindi  (art.  43)  potrebbe  assegnarsi 
un  intorno  di  e  in  tutti  i  punti  x  del  quale  fosse  f(x)—a:^Oj 
mentre  in  ogni  intorno  di  e  esistono  punti  x  in  cui  f(x)  =  a. 

Inoltre,  se  fosse  f(c)  =  d  ^  0,  potrebbe  assegnarsi  un 
intorno  di  e  in  tutti  i  punti  x  del  quale  fosse  : 

X^C         ^     ' 

mentre  in  ogni  intorno  di  e  esistono  punti  x  pei  quali 
f{x)  =  f(c)^a. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-os- 
se. Se  una  funzione  è  nulla  in  tutto  un  intervallo,  il 

suo  integrale  è  costante  nelV  intervallo  slesso. 

Sia  la  funzione  f(xj  nulla  in  tutto  il  tratto  ed,  e  sia  x 

un  punto  qualunque  di  questo  tratto-  Si  avrà  (art.  72): 


jf{x)  dx  =  if\x)  dx  +  rf[x)  dx. 


Otsl,  poiché  f{x)  è  nulla  in  tutto  Y  intervallo  ex ,  ^ono 
nulli  nel  medesimo  i  suoi  limiti  superiore  ed  inferiore, 
quindi  (art.  79): 


/. 


f(x)  dx  ==  0. 
Ne  segue  per  tutti  i  punti  x  d  1  tratto  ed  : 
Jf(x)dx=Jr(x)dx, 

a  a 

che  è  una  costante. 

87.  Se  due  funzioni  sono  integrabili  in  uno  stesso  in- 
tervcUlo,  lo  è  pure  la  loro  somma;  e  il  suo  integrale  e- 
steso  a  queir  intervallo  è  la  somma  degV  integrali  delle 
due  funzioni  estesi  all'  intervallo  stesso, 

Siéno  le  funzioni  9(a;),  ^xj,  integrabili  in  un  intervallo 
ab,  e  pongasi: 

9{oo)  +  ^(x)^F(x). 

Si  divida  r intervallo  ab  in  n  parti  ò^,  ò^,.,.,  in,  e  si 
denotino  con  L'h , h , L\ ,Vhy  Lh,lh  i  limiti  superiori  ed 
inferiori  delle  funzioni  f^xj,  ^fx),  F(x)  nelF  intervallo  ^h , 
Si  ha  (art.  21): 
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quindi: 

A=l  fc=1  A=1  A=1  h=zì  A=1 

Ora  per  ipotesi  (art.  70): 

fi  n  f^ 

lim  2  ^A i A  =  lim ^2  ^hh=  I  9(x) dx, 

fls^OoAaal  fi=aD  A^  v' 

a 

lim  2  ^A  ì"a  =  lim  2  «'a  f 'a  ==  fi^CxJ  dx, 

«=00  A=1  fusoo  A=1  4/ 

a 

quindi  (art.  28): 

Zim   2  i^A  Xa  <  I  9(0?;  cia:+  I  «|/Ca?;  da?, 

n=soo  A=1  »/  ^ 

a  a 

Zm    "S  ^hlh>  I  9(or)dco+ j  ^(x)dar, 


ma: 


n  fi 

Zim  2  ^hLh>  lim  2  «'a  Za  , 

«}=saoA=1  n=aoo  A=' 

dunque: 

fi  fi  Z*^  A^ 

lim  2  ^hLh=:  lim  2  ^'a  Za  =  I  9fa?;  do?  +  I  <^(^a?J  da:, 

n=ao  A=1  i»=<»  A=1  »/  J 

a  a 

cioè  la  F(x)  è  integrabile,  e  si  ha: 

/  F(x)  dx  =  /  <^(x)  dx+  1  ^(x)  dx. 

a  a  a 

Questo  teorema  si  estènde  immediatamente  alla  somma 
di  un  numero  finito  qualunque  di  funzioni. 

88.  Se  due  funzioni  sono  derivabili  in  un  punto,  an- 
che la  loro  somma  è  derivabile  in  quel  punto,  e  la  sua 
derivata  è  la  somma  delle  derivate  delle  due  funzionù 
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Sieno  9fa?),  ^fx)  le  due  funzioni,  derivabili  nel  .punto  e; 
sarà: 

quindi: 

che  può  scriversi  (art.  28): 

,.   (<pr«;+<K'a:';)-(9rc;+4'rc;) 

Um  ' -f-— /  =  9rc;  +  ^c), 

relazione  la  quale  dimostra  Y  asserto. 

Anche  questo  teorema  si  estende  immediatamente  alla 
somma  di  un  numero  finito  qualunque  di  funzioni. 

89.  Se  k  è  una  costante,  e  ^(x)  è  una  funzione  inte- 
grabile in  un  intervallo  ab,  anche  k(p(x)  è  integrabile 
nello  stesso  intervallo;  e  si  ha: 


rk9(x)  dx  =  k  f<p{x)  dx. 


(1) 


Più  brevemente:  Un  fattore  costante  può  portarsi  fuo- 
ri del  segno  di  integrale. 

Se  L,  l  sono  i  limiti  superiore  ed  inferiore  di  (p(x)  nel- 
r  intervallo  ab ,  quelli  di  ktpCx)  saranno  rispettivamente 
kL  e  hi,  0  kl  e  hL,  secondochè  h  è  positiva  o  negativa. 
Ora  per  ipotesi  si  ha  colle  solite  notazioni: 


Um  ^  ^hLh=  lini  S  ^h  h  =  1  ^(x)  dx, 

ffi=oo  h=.\  n=sso  A=1 


a 

e  moltiplic-ando  per  k,  tenendo  conto  del  teorema  dell'  art.27: 

ti  *•  r* 

Um  2  k^hLh=  Um  ^k^hlh  =  h  I  <f^(x)dx, 

a 

la  quale  relazione  ci  dice  che  k(^(x)  è  integrabile,  e  che 
sussiste  la  relazione  (1). 

ViTAUTf ,  Cakoh  ìnfinUufmak  7 
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90.  Il  prodotto  di  due  /unzioni  integrabili  in  un  in-- 
fervallo  è  integrabile  nello  stesso  intervallo. 

Siene  <pCx),f\{x)  due  funzioni  integrabili  nell'intervallo 
ab.  Se  p,  q  sono  due  costanti  rispettivamente  minori  dei 
loro  limiti  inferiori  in  quell'intervallo,  le  funzioni  <pCx)—p, 
^x)—q  saranno  (art.  73,87)  integrabili  nell'intervallo  ab,  e 
i  loro  limiti  inferiori  in  questo  intervallo,  e  quindi  anche 
(art.  19)  in  qualunque  parte  di  esso ,  saranno  positivi. 
Sarà  pure  positivo  il  limite  inferiore  della  funzione 
(9(30) -pj  (¥^)  -  9)'  Dividiamo  oé  in  n  parti  Jj,  »„  .,•.„  ^n  , 
e  denotiamo  con  Vh ,  h,  Hh ;  L\ ,  P'h ,  ly'h ;  Lh,  h,  Dh  ì 
limiti  superiori  e  inferiori  e  la  oscillazioni  nell'intervallo  oh 
delle  funzioni  9(^)—p,  ^(xj—q,  (^(xJ'-pX^ixj^q).  Sicco- 
me quelle  quantità,  per  le  ipotesi  fatte,  sono  tutte  positive, 
si  avrà  (art.  21)  : 

Lh^L'hL\     ,     Ih^VhlTh, 
quindi  : 

=  L'h  L\  ^  h  L\  +  h  L^^hn^  L\  m  +  h  ITh  . 

Ora,  se  L',  U  sono  i  limiti  superiori  di  9(x}—p,  ^xì^-q 
neir  intervallo  ab,  si  ha  (art.  19)  : 

quindi  : 

Dk^UDk  +  nifh, 
da  cui  : 

h=\  A=1  Ad 

e  per  conseguenza  (art.  11)  : 

0  <  lim  S  BJ)h  <  L"  lini  ^  ^hDh  +  L  lim  S  ^h  D\ . 
Ma: 

lim  S  Sijyk  =  lim  S  »hiy'h  =  0 , 

'  AsH  fficaao  h=^ 
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quindi  (art.  26)  : 

lim  2  9hDk  =  0, 

Usa*  A=s1 

sicché  la  funzione  Mco)—p)  (^oo)-^)  è  integrabile. 
Ora: 

e  i  termini  del  secondo  membro  sono  tutti  (art.  73,89)  fun- 
zioni integrabili,  quindi  (art.  87)  anche  ^x)  ^(x)  è  inte- 
grabile. 

91.  Dai  teoremi  dimostrati  si  deduce  una  formola  im- 
portante, nota  sotto  il  nome  di  secondo  teorema  della 
media. 

Siene  ^x),  ^x)  due  funzioni  integrabili  in  un  inter- 
tervallo  a6,  dì  cui  la  prima  sia  sempre  positiva ,  e  si  de- 
signino con  L,l  ì  limiti  superiore  ed  inferiore  di  ^x) 
nello  stesso  intervallo.  Poiché  Lr-^(x)  e  ^(xj-^l  sono 
(art.  73,87)  integrabili  e  non  sono  mai  negative,  anche  i 
prodotti  f^(x)  (L—^fx)),(p(x)  (^fx)--l)  saranno  integrabili 
(art.  90)  e  sempre  >  0.  Ne  segue  (art  76): 

Jf(x)(L^^(x))dx5:  0  ,ji(xj{Mx)--l)dx  >  0, 

a  a 

e  quindi  (art.  88^)  : 

l  f  9(x)dx^  j  <p(xj^txJdx^L  j  (p(x)dx, 

a  a  a 

ossia,  indicando  con  ilf  un  certo  valore  intermedio  fra  Lei: 
JipfxJiffxJdx  =  Mjff(x)dx. 

a  a 

Se  ^(x)  é  una  funzione  continua,  potrà  scriversi  (cfr.art.79): 
J  ^(x)^x)dx  =  ^(a+Tfb-'a))  j  (pfx)dx, 
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dove  0  <  T  <  1.  Si  ha  pure: 


(pfx}\f(x)dx\  <L  I  (p(xjdx. 


dove  L  è  la  più  grande  delle  due  quantità  |Zr|,  \l\. 

92.  Se  più  funzioni  soìio  derivabili  in  un  punto ,  lo  è 
pure  il  loro  prodotto  ;  e  la  derivata  del  prodotto  è  la 
somma  dei  prodotti  ottenuti  nwltiplicando  la  derivata  di 
ciascun  fattore  per  tutti  i  rimanenti, 

Abbiansi  dapprima  due  funzioni  (pfx),  ^(xj  derivabili  in 
un  punto  e.  Sarà: 

(prxMx)- 9  c)^(cO^(x)^(x)--(^c)Mx)+(i^(c)^(x)''^(c)^(c) 
x—c  x—c 

Ora,  per  ipotesi  : 

T=:C  X^~-C  XszC  X C 

inoltre,  siccome  la  ^(x),  essendo  derivabile  nel  punto  Cj  è 
continua  in  esso  (art.  66)  : 

Um  f\f(x)=^(c), 

x=c 

Ne  segue  (art.  32): 

che  dimostra  l'asserto. 

Abbiansi  ora  n  funzioni  ^^(x),  fp^fx), ,  9,»  (x),  tutte 

derivabili  nel  punto  e,  e  si  ponga: 

9/9^)  9,r^>) 9n-i  (a?;  =  F(x) 

9/,t;  9/0?;  9n(x)  =  ^(x)  =  F(x)  9n  (x). 

Supponiamo  vero  il  teorema  per  il  prodotto  di  n— 1  fun- 
zioni, e  sia  quindi  : 

F'(c)=9\(cMcJ9^(c)^''9n--\(c)+^\(c)^,(^^^^ 

..+9n-irc;9irc>/c;...9n-i:c;, 
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che  può  scriversi: 

F'Cc)=F(c)''^^{. 
Sarà: 

*'(C>=F'rC>«  (C)'\'in  (c)F(c), 

e  quindi: 

*'(c)=i^(c)9»(c;  X^)  +  P(^McMl\' 
ossia: 

che  dimostra  T  asserto. 

Come  caso  particolare  (v.  art.  85):  S^  k  è  una  costan- 
te, e  9{x)  è  una  funzione  derivoMle  nel  punto  e,  k  9{x)  è 
derivabile  in  quel  punto,  e  la  sua  derivata  è  il  prodotto 
di  k  per  la  derivata  di  9(x). 

93.  Dal  teorema  dell*  art.  precedente  si  deduce  un  me- 
todo d'integrazione,  che  ha  il  nome  di  integrazione  per  parli. 

Integrando  i  due  membri  della  relazione: 

-^!^^(^)¥x))  =  ^'MMcc)+^'(xMx), 

che  ci  dà  la  derivata  d' un  prodotto,  e  ricordando  che 
r  integrale  della  derivata  d'  una  funzione  è  la  funzione 
stessa,  si  avrà  (art.  87): 


da  cui: 


9(x)¥x)=  C<^'(x)¥x)dx+  f^'(xMx)dx, 


f^(x)^'(x)dx=^(x)^(x)'-  f(p'(xMx)dx. 
Dopo  ciò  abbiasi  da  calcolare  ff(xjdx,esì  scomponga 
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f(x)  nel  prodotto  d'una  funzione  f^(x)  per  un'altra  di  cui 
si  conosca  l'integrale  e  che  perciò  potrà  opportunamente 
denotarsi  con  ^'(x): 

sarà  allora: 

ff(x)  dx=f^(x)^(x)^fi(x)^(x)dx, 

e  potrà  avvenire  che  l' integrale  del  secondo  membro  sia 
più  facilmente  calcolabile  di  quello  del  primo.  Ciò  dipen- 
de evidentemente  dal  modo  di  decomposizione;  per  que- 
sto non  v'è  alcuna  regola,  e  la  sola  pratica  può  sugge- 
rire la  decomposizione  più  opportuna  in  ogni  singolo 
caso. 

Sia  p.  es,  da  calcolarsi    ixlgxdx.  Poniamo: 

(p(xj=lgx,  ^(x), 
da  cui,  come  troveremo  a  suo  luogo: 

Ne  segue: 

fxlgx  dx=^  -^x'IgX'-  C^  cx?-^  dx  ^-^xHg  x—  C^^dx, 

ma  (art.  89): 

i-^  X  dx=  -^  ixdx:^  ^  a^, 

quindi: 


/ 


xlgx  cte=-g-  x^lg  X  — ^x^*- 


94,  Se  gli  elementi  d'un  determinante  sono  funzioni 
di  X  derivabili  in  un  punto  e,  //  deterininante  è  una 
funzione  derivabile  nello  stesso  punto;  e  la  sua  derivata 
è  la  somma  dei  determiìianti  ottenuti  da  esso  sostituen-' 
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do  successivamente  agli  elementi  delle  varie  linee  o  co- 
lonne le  derivate  degli  elementi  medesimi, 

Sieno /Iai'j:;  fi, /i  =  l,2,....,nj  gli  elementi  d'un  deter- 
minante D(x)  d'  ordine  n,  e  le  fxh  sieno  funzioni  deriva- 
bili nel  punto  e.  Si  lia,  come  ò  noto: 

dove  per  z\,  i,,....,  in  devono  porsi  successivamente  tutte  le 
permutazioni  dei  numeri  1,  2,....,  n,  e  un  termine  deve 
prendersi  con  segno  positivo  o  negativo  secondochè  la 
permutazione  corrispondente  è  pari  o  dispari.  Derivando 
per  x=::c,  si  ottiene  (art.  88,  92): 

D'(c)=^±f\  (C)f^i^  (c)4niJc)+'^±fM^  (C)f\(c),.fnijc) 

+ +S±/i.-^  (c)f%i^  (cJ.^^'fn^y.i^.COrm^  (e), 

che  dimostra  il  teorema. 

95.  Se  uìia  funzione  fjfx)  è  integrabile  in  un  intervallo 
ab,  e  se  essa  in  questo  intervallo  è  sempre  maggiore,  in 
ralore  assoluto,   d'  una  data  quantità  positiva  v,  anche 

-—-  è  integrabile  nelV  intervallo  ab. 

Poiché  f(x)  ò  integrabile  neir  intervallo  ab,  prese  ad 
arbitrio  a,  iq,  può  dividersi  (art.  71)  quest'intervallo  in 
parti  tali  che  la  somma  di  quelle  in  cui  T  oscillazione 
supera  r'  a  sia  minore  di  tq.  Diciamo  A  Y  insieme  di  que- 
ste ultime  parti,  B  V  insieme  delle  rimanenti.  Poiché  due 
valori  di  f(x)  di  segno  opposto  differiscono   tra  loro  per 

più  di  2r,  presa  r*a<2r,  ossia  a<  —,  in  una   qualunque 

^h  delle  parti  B  la  f(x)  coaserverà  un  medesimo  segno  (il 
il  quale  potrà  però  essere  (Ufferente  nelle  diverse  parti  5^/*  ). 
Attribuendo  ad  Lh,  U,  Uh  il  solito  significato,  i  limiti  su- 
periore e  inferiore  di  -^r^-  in  5^/»  saranno  (art.  21)  j-,  -y— , 
e  la  sua  oscillazione  sarà: 
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Ik         Lh        Lh  Ik  ' 
ma  -Da  <  cr  r* ,  \  Lh  [  >  r,  |  Za  |  >  r,   inoltre  Lh  ed  h  hanno 
lo  stesso  segno,   dunque  Z)'a<(7.   Cioè   T  oscillazione  di 

--y— r  può  superare  a  tutt'al  più  nelle  parti  A,  lacuisom- 
ma  è  <iQ,  essendo  (j  ed  y)  quantità  arbitrarie.  Ciò  dimo- 
stra che  -rr-:  è  integrabile  neir  intervallo  ab. 

96.  Se  due  funzioni  9(x),  ^x)  sono  derivabili  in  un 
punto  e,  e  se  <Kc^5^0,  anche  il  loro  quoziente  è  derivabile 
nel  punto  e;:,  e  la  sua  derivata  si  ottiene  moltiplicando  il 
denominatore  per  la  derivata  del  numeratore,  sottraen- 
do da  questo  prodotto  il  prodotto  del  numeratore  per  la 
derivata  del  denominatore,  e  dividendo  il  risultato  pel 
qtuidrato  del  denominatore. 

Posto: 

SI  ha: 

ce— e  a—c\^(x)      <^(c))         (<'>—c)<^a!}^c) 

e  passando  al  limite  (art.  32): 

97.  Dai  teoremi  precedenti  risulta: 

Se  F  è  una  funzione  razionale  di  piti  funzioni  inte- 
gràbili in  un  certo  intervallo,  e  se  ciascuna  delle  fun- 
zioni divisori  si  mantiene  in  tutto  V  intervallo  superiore^ 
in  valore  assoluto,  ad  una  data  quantità  positiva,  la  F, 
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carne  funzione  di  x,  è  integrabile  nell'intervallo  consi- 
derato. 

Se  F  è  una  fuìizione  razionale  di  più  funzioni  deri- 
vàbili in  un  punto  e ,  e  se  nessuna  delle  funzioni  di- 
visori  è  nulla  in  e ,  la  F,  come  funzione  di  x,  è  deriva- 
bile nel  punto  e. 

98.  Se  le  funzioni  fj(x),  f,(x),...  sono  integrabili  in  un 

intervallo  ab,  e  se  la  serie  1  fi  (x   è  equiconvergente  in 

questo  intervallo,  la  somma  della  serie  è  una  funzione 
integrabile  nelV  intervallo  ab  ;  inoltre  la  serie  foi^maia 
cogli  integrali  delle  funzioni  fj(x)" ,  f,(x) ,...  estesi  alV  in- 
tervallo ab  è  convergente,  ed  è  eguale  all'integrale 
della  som  ina  della  serie  data  esteso  all'intervallo  stesso{*). 
Presa  a  ad  arbitrio,  e  posto: 

Rn(x)=    I    fi(x), 

isssfl4-1 

si  potrà  sempre  trovare  un  numero  n  tale  che  per  tutti 
i  valori  X  compresi  neir  intervallo  ab  sia: 

|i?nra.;i<^. 

Ora,  denotando  con  f(x)  la  somma  della  serie  ^f  (x), 

1=1 

può  scriversi  : 

t(x)=Ìfi(x)+Rn(x), 
1=1 

quindi  (art.  87): 

/b  /«ò  /%b 

f(x)  dx=  S  J  fi(x)  dx+J  Rn  (x)  dx. 


^ 

n  Le  coDdiziool  del  teorema  sono  sufficienti,  ma  non  necessarie;  d'altra 
parte  la  sola  couvengenza  della  serie  S  .^-  {'xj  non  ò  condizione  sufflciente,  co- 
mò lo  mostrano  gli  esempi  In  contrario  che  furono  costruiti  (v.  Pascal,  op.  clU). 
Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  V  integrabilità  d*  uni  serie  vennero  sta> 
biute  da  Arzelà  (Rend.  deli' Acc.  dei  Lincei,  1883  e  1897j. 
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(x)  dx  <  j—-  (b—a)=fjy 


.|/k 

a 

\jf(x)dx-%  J  fi(x)dx 


<cr, 


/  f(x)doo—lim  2  J  fi{x)dx=  2    /  fi(x)dx. 

Su  questo  teorema  si  fonda  un  metodo  d' integrazione 
che  ha  il  nome  di  integrazione  per  serale.  Avviene  spesso 
che  una  funzione,  di  cui  sarebbe  difficile  determinare  di- 
rettamente l'integrale,  possa  svilupparsi  in  una  serie^  i 
cui  singoli  termini  sieno  facilmente  integrabili.  Allora, 
se  la  serie  soddisfa  alle  condizioni  del  teorema,  basterà 
integrarla  termine  a  termine  per  ottenere  Tintegrale  della 
funzione  proposta. 

99.  Se  le  funzioni  f,(y,),  ff(x),...  sono  derivabili  in  tutti 
i  punti  d' un  intomo  e  d' un  punto  e ,  se  le  loro  deri- 
vate sono  continue  nel  punto  e,  se  nelVinfomo  e  la  serie 

S  fi(x)  è  convergente  e  la  serie  5  i\[x)  è  equiconcergen- 
1=1  1=1 

te,  allora  S  fi  (x)  è  una  funzione  derivabile  nel  punto  Cj 

i=1 

e  la  sua  derivata  in  qtcesto  punto  è  2  fVc)  (^). 

Poiché  le  f\ix)  sono  funzioni  integrabili  neir  intorno  e 
di  e,  e  nello  stesso  intorno  la  serie  2  Afa^^èequiconver- 

I=s1 


(*}  Il  teorema  ò  vero  ancbe  se  le  derivato  non  sono  continue,  ma  noi  non 
abbiamo  ancora  gli  elementi  per  dimostrarlo  sotto  questa  forma  meno  restrittiva. 
Per  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  la  derivabilità  d*  una  serie  v.  Dlnl. 
Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di  variabili  reali,  Pisa,  Mstri,  1878,  p.  112  o 
segg. 
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gente,,  posto: 

<p(x)^  ^fi(x)  ,  f(x)=  ffi(x), 

e  intendendo  X  integrazione  estesa  ad  una  porzione  qua- 
lunque deli'  intorno  e,  sarà  (art.  98): 

f(x)=  f<p(x)  dx. 


-/• 


Ma  siccome  le  t'i(a))  sono  continue  in  e  e  formano 
una  serie  equiconvergente  in  un  intorno  di  e ,  la  loro 
somma  9(0?)  è  (art.  45)  una  funzione  continua  in  e,  quin- 
di (art.  82)  dalla  relazione  trovata  segue: 

100.  Se  si  hanno  tre  quantità  a?,  y,  z  che  variano  in- 
sieme, per  modo  che  a  ciascun  valore  di  x  corrisponda 
un  solo  valore  di  2/,  e  a  ciascun  valore  di  y  un  solo  va- 
lore di  z,  a  ciascun  valore  di  x  corrisponderà  pure  un 
solo  valore  di  z.  Quindi,  non  solo  si  potrà  considerare  y 
come  funzione  di  a?  e  3:  come  funzione  di  y,  ma  anche  z 
come  funzione  di  x.  Si  dice  in  tal  caso  che  2:  è  una  fun- 
zioìie  di  funzione  di  a%  e,  posto: 

y=f(co)  ,  z=^y), 

si  scrive: 

z=^{frx))=F(x). 

Riguardo  alle  funzioni  di  funzione  sussiste  il  seguente 
teorema: 

Se  le  funzioni  y=f(xì  ,  z=cp(y)  sono  derivabili  rispet- 
tivamente per  x=c  e  per  y=d,  dove  d=:f(c),  la  funzione: 

z=9(fIx))=F(x) 

è  pure  derivabile  per  x=c^  e  la  sua  derivata  è  il  pro- 
dotto delle  derivate  di  quelle  due  funzioni. 

Il  teorema  può  scriversi  sotto  la  forma  seguente,  fa- 
cile a  ritenersi,  perchè  si  riduce  ad  un'identità  quando  i 
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quozienti  simbolici  che  .rappresentano  le  derivate  si  con- 
siderino cx)me  quozienti  effettivi: 

dz  dz  dy 

dx       dìj  dee  ' 

Supponiamo  dapprima  che  possa  assegnarsi  un  in- 
torno e  del  punto  e  in  tutti  i  punti  del  quale  i  valori  di 
f(x)  sieno  diversi  da  f(c).  Allora,  poiché  per  nessun  punto 
di  e  f(x)'-f(c)  è  nullo,  potremo  scrivere: 

F(x)^Ffc)     ^fC^))''9{f(c))  _  ^(tj)  -  ^(d) 


X      e  X    "  \j  X  • 

¥y)-9Cd)f(x)-f(c) 


(1) 


y—d         x—c     ' 

e  passando  ai  limiti  (art.  29),  tenuto  conto  che  f(x),  per 
essere  funzione  derivabile  in  e,  è  (art.  66)  continua  in 
questo  punto,  sicché  lim  y==d: 

F'(c)==^'(d)r{c),  (2) 

Supponiamo  invece  che  non  possa  assegnarsi  alcun 
intorno  di  e  in  cui  la  funzione  f(x)  prenda  valori  tutti 
diversi  da  fXc,  ossia  che  e  sia  un  punto  limite  dell'in- 
sieme  1  di  punti  in  cui  f(.jc)=:f^  e)  ossia  'y=(L  In  tutti  que- 
sti punti  sarà  9(y)=9(d)y  ossia  F(x)=F(c),  e  quindi: 

f(^)-f(c)^^         F(.r:)-FCcO  _^ 

07— C  X C 

Inoltre  si  ha  (art.  85)  f'(c)='ò.  D'altra  parte ,  se  con 
lim  t\f(x)  indichiamo  il  limite  a  cui  tende  ^(x)  quando  x 

tonde  a  e  percorrendo  i  punti  dell'  insieme  7,  si  ha  dalla 
seconda  delle  (3): 

lim?^^t=m=0.  (4) 

1  X—C  ^    ^ 

Sia  ora  J  un  insieme  di  punti  avente  e  per  punto 
limite,  e  tale  che  in  nessuno  dei  suoi  punti  la  f(xj  pren- 
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da  il  valore  f(c),  ammesso  che  esista  un  insieme  di  tale 
natura  (*).  Imaginando  che  x  percorra  soltanto  punti  di 
questo  insieme,  sarà  lecito  scrivere  la  il),  dalla  quale  si 
avrà  passando  al  limite: 


J 
ma  /'(c)=0,  quindi: 


mm. 


Urn^^r^^O.  (5) 

Le  (4),  (5)  ci  mostrano  che  il  rapporto  incrementale 
della  funzione  F(co)  tende  ad  un  unico  limite,  e  precisa- 
mente a  zero,  comunque  il  punto  x  vada  al  punto  e. 
Quindi  la  F(.^)  ammette  la  derivata  nel  punto  e,  e  si  ha 
F'(c)=0,  Ma  si  è  già  trovato  fCc}=Oy  quindi  la  (2)  sus- 
siste anche  nel  caso  ora  considerato. 

101.  Se  la  funzione  y=^f(oo)  definita  neir  intervallo  ab 
prende  nei  vari  punti  di  questo  intervallo  valori  tutti  di- 
versi, cioè  se  essa  prende  ciascun  valore  una  sola  volta, 
potrà  considerarsi  x  come  funzione  di  y,  e  questa  fun- 
zione si  dirà  inversa  della  primitiva.  In  particolare,  se 
f(x)  è  continua,  essa  prende  (art.  41,42)  tutti  i  valori  com- 
presi tra  il  suo  limite  inferiore  /  e  il  suo  limite  superiore 
L\  e,  se  essa  li  prende  una  sola  volta,  la  funzione  inver- 
sa ^c=t^y)  sarà  definita  per  Y  intervallo  da  y=l  a  y^=^L. 

Se  una  funzione  y=f(x),  suscettibile  di  inversione,  è 
derivabile  in  un  punto  x=:c,  e  se  d=f][c ,  la  funzione 
incersa  x==9(y)  è  derivabile  nel  punto  y=d,  e  si  ha: 

Più  brevemente:  La  de^^vata  dell'  inversa  d*  una  fun- 
zione è  la  reciproca  della  sua  derivata.  E  in  formola: 


(')  Un  tale  Insieme  non  esisterebbe,  se  potesse  assegnarsi  un  Intorno  di  e 
entro  cui  ffxj  fosse  costontemonte  =ffcj.  Allora  in  questo  intorno  sarebbe  anche 
¥fx)^=¥(c),  e  quindi  (ari.  85j  r/^c;=0,  FfcJ=Q,  slccbè  la  (2)  sarebbe  verificala. 
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dx  ^_   1 
'dy~djr 
cìx 
Il  teorema  si  deduce  senz'altro  da  quello  dell' art. 
precedente  facendo  in  esso  z^=x.  Infatti  allora  F(x}==x,  e 
quindi: 

nc;=  lim  ?(±^^)=  lun  ^==1. 

Xssc  «^ C  tesse    ^ — C 

sicché  la  (3)  dell'  art.  precedente   si  riduce   alla   forniola 
da  dimostrarsi. 

Derivate  e  integrali  delle  funzioni  elementari 

102.  Sia  y=lgx.  Sarà: 
— ^  ^hm  ^    ^ — ^—  =  —  lini  lgiì+&\ 


X 

Ora  il  limite  che  figura  neir  ultima  espressione  ha  il  va- 
lore 1  (art.  37);  quhidi: 

~J-  z=  Dx lgx=  — . 
dx  ^         X 

lo  X 
Sia  ora  y=LogbX^=j~j'^  sarà  (art.  92)  : 

dx  ^  xlgh 

Sia  y^=lg^-~^^  =  Igfa+xJ—lgCa—x).  Si  avrà  (art.  88,100): 

ax  ^  a — x       Orf-x       a — x      a — or 


Sia  y=lg(c  4-  \/  a'  +  ^*)-  Si  trova,  con  qualche  riduzione: 
^^-  =  D,  Ig  {'co  +  V~¥T~?]  =  -=L=. 
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103.  Sia  y  :=  e^.  Sarà  co  =  Ig  y^  quifadi  (art.  102)  : 

dx  _  _]_ 

dy  ~    y 

Ne  segue  (art.  101)  : 

dy 
-±  =  D.e^^y^e^. 

Sia  ora  y  =  6^ .  Sarà  x  =  I^gb  y,  quindi  (art.  102)  : 

dx  ^      1 

dy        y  Ig  b' 
Ne  segue  fart.  101): 

-^  :=^  B^b^  :=.  y  Ig  b  =  b'  Ig  b. 

Denotiamo  con  (^(x)  una  funzione  derivabile  in  un  certo 
intervallo,  e  poniamo  ?/  =  é?^/'^>';  pel  teorema  delle  funzioni 
di  funzioni  (art.  100)  avremo  : 

dy        de^f^f  d(prx)         ^^  ,   ,^  ^ 
dx        d^(x)    dx  ^^  ^ 

In  particolare  sia  ?/  =  .r"»=e«»  ^^^^  dove  m  é  un  numero 
reale  qualunque;  sarà: 

dìf  f>i 

dx  X 

104.  Sia  yr=senx\  sarà: 

^^y  _i^^^/^^^C^+^)s^'^  '^7'     cosxsen^—sen  x(ì — cos  ») 
dx      ^^  d^  ^^Q  ^  ' 

ossia  (art,  27,28)  : 

dy        ^^^    j,     sen  »                ,.      l  —  cos8^ 
-j—  =  cosx  iim — ^^ senx  lira ^^ . 

Ma  si  ha  dalla  trigonometria  : 

,.     sen  ^       ,     ,.     \—cos  ^ 

lini  __  =  1 ,  Uni =  0, 


quindi  : 


dy         ^ 
-^-  =  Bw  senx  =  cosx. 
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Sia  ora  y  ==  cosar,  sarà: 

dii     , .     cos  'x4-^)—cosx     - .     —senx  sen  ^-  cosx  (1  -  co^) 

ax     ^-0  o  ^=0  a 

,.     sen  ^                 ,.     1— C05  ^ 
=  —  senx  lini — ^^ cosx  hm z- , 

ossia  : 

—f-  Da  cosx  =  —  senx. 
ax 

105.  Sia  y  =^  tgx:=^  ^^^.  Sarà  (art.  96,101)  : 

cosx 

•  ,    ■►=Z/x  Co  X^:^^ r == i 

do?  ^  C05'  a?  cos'  a; 

1 


Sia  ora  y=cotgx=: .  Sarà: 

^         ^       seno* 

dy       ^       ^  seme  Dx  cosx  —  Da  seìix 

-——x=Dx  cotg  X  = i^ 

dx  ^  sen^x 

—  sen^x  —  cos\v  1 


100.  Sia  [/=  arcsenx,  indicando  con  tale  notazione 
quello  tra  gl'infiniti  archi  aventi  un  medesimo  seno  che 
è  compreso  fras=4)0'^  e+90°.  Sarà  x=isen  y,  quindi  (art.  104): 

dx 


Ne  segue  (art.  101  : 


-^  =  cosy. 


dy     j.  1         ^_J- 

''-=DxarcsenxT=:i —  = 


dx  cosy     /v/1— a?' 

Sia  ora  0;^=:  arcros a? ,  indicando  con  arccos^v  quello 
tra  gli  infiniti  archi  aventi  un  medesimo  coseno  che  è 
compreso  fra  0°  e  180°.  Poiché: 

are  cos  x  =jt  —  are  sen  x, 

2 
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sarà  ^art.  85,88): 

Da  arccos  x=^^  Dx  arcsen  x= = 


107.   Sia  y  —  arclgx,  ritenendo  Y  arco  compreso  fra 
-900  e  _|_(jQa^  ^^^^  ck^^lgij,  quindi  (art.  105):  * 

dx_    1 
Ne  segue  (art.  101): 

||=/)c  arctgx^cos^  ^  =i:f^«- 

Sia  ora  ij=^arccotgx,  intendendo  l'arco  compresola 
(y  e  180^  Poiché: 

are  cotg  a?  =  —  —  are  tg  x, 
sarà  (art.  85,88)  : 

~  =  Da;  are  cotgx='-Dx  are  lgx==:^-J—^. 
ax  ^  1+^ 

108.  Dalle  formole  dei  due  ultimi  articoli   se  ne  otten- 
gono altre  alquanto  più  generali. 

X 

Scrivendo   —  in  luogo  di  x,  si  ha: 
a 

Da  are  sen  —=- 


Ma  (art.  100)  : 
quindi  : 


^*    Va'-x* 
Dai  are  tg^^      "     - 


Dx  f(x)  ='DaJ(x)  Z)x  -  =  -Da  f(x), 

n  a       a 


Dm  are  sen  ^= — ,  D^areig  ''^         "' 


Viriirai,  Cuieofo  in/MlMimato  8 
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109.  È  opportuno  riassumere  in  una  tabella  le  formole 
trovate,  ponendovi  a  fronte  le  corrispondenti  formole  in- 
verse (dove  C  denota  una  costante  arbitraria)  : 


i)^a;m-=:ina?'»-' 


x'^dor=  —rr: + CYper  m^—l) 

^     j  >    l^=dgx+C=igbLogtx+C 

Dg,e'  =  e*  j  e''doc  =  e'  +  C 

D(psenx  =  cosx  j  cosxda^=^senx+ C 

DxCosx=^senx  j  senx dx  —  —  cos x  +  C 

Bmtax^s  — - —  I  — i—  =^tgx+  C 

1  ^  /*  dx 

Dwarcsen^=      —  j   ( _É^^=arcsen-+ C 

«    Va*-**  (  J  ^/^-^              a 


-v/a*    a* 
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dx 


x/a'+x' 


x/a'+x^ 


Derivate  d'ordine  superiore. 

110.  Se  la  derivata  fCxJ  d'una  funzione  fCu)  è  a  sua 
volta  una  funzione  derivabile,  la  sua  derivata  si  dice  de- 
rivata seconda  di  f(x),  e  si  denota  con  f"(xj,  con  D^mf(x),  o 

con    ^  ,  .  Analogamente  si  definiscono  la  derivata  terza, 

qìiarta,  etc. 

IH.  La  derivata  d* ordine  n  della  somma  di  più  fun- 
zioni è  la  somma  delle  loro  derivate  n-— esime. 

Basta  applicare  n  volte  il  teorema  dell'art.  88. 

112.  La  derivata  d'ordine  n  del  prodotto  di  due  fun- 
zioni <p(x),  ^(.r)  è  espressa  dalla  formala  seguente  : 

d;  [9(x)4'(x)J=.|^r- JDrvcx).  li^ixi 

dove  s  intende  che  la  derivata  d'ordine  nullo  d'una  fun- 
zione sia  la  funzione  stessa  fregola  di  I^eibniz), 
Supponiamo  dapprima  n=l;  abbiamo  : 

che  coincide  colla  formola  trovata  all'art.  94.  Si  potrà 
pertanto  supporre  il  teorema  verificato  per  la  derivata  di 
ordine  n—\,  e  dimostrare  che  esso  sussiste  anche  per  la 
derivata  d' ordine  n. 
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Sia  dunque: 


Derivando  si  ha  (art.  94): 

+DS^(xJD:^(x)^ìh)^ 

La  derivata  n — esima  del  prodotto  (pfooJ^fa^J  può  porsi 
sotto  forma  della  potenza  w— esima  simbolica  del  binomio 

(  ^(^J'H'f^J  )f  intendendo  con  ciò  l'espressione  ottenuta 

dalla  potenza  w— esima  effettiva  mediante  le  seguenti  mo- 
dificazioni : 

a)  Aggiungendo  nel  primo  e  nell'ultimo  termine  dello 
sviluppo  secondo  la  legge  detta  di  Newton  rispettivamente 
i  fattori  eguali  all'unità  ^^Cv)  e  f^fcoj; 

h)  Mettendo  in  evidenza  l'esponente  1  nelle  prime  po- 
tenze di  <^(x)  e  di  ^(x)  ; 

e)  Mutando  gli  esponenti  in  indici  di  derivazione,  colla 
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avvertenza  di  porre  in  luogo  della  derivata  d'ordine  zero 
d'ognuna  delle  funzioni  la  funzione  stessa. 
Si  suole  scrivere  : 


D-cc  [y(x)^(x)']^(<^(x)+^[x))  "  , 


chiudendo  la  n  tra  parentesi  per  indicare  appunto  che  si 
tratta  di  una  potenza  simbolica. 

113.  Per  alcune  funzioni  è  facile  dare  l'espressione  delle 
derivate  d'ordine  qualunque. 

Si  trova  senza  difficoltà  : 


n(n^\)\ 


Dllgx=(^\r 


x^ 


Dx  cos  a?=C05W+-p-/. 


Wronskiano. 

114.  Dicesi  wronskiano  i"^)  di  n  funzioni  y,,  y, ,  yndi 

una  variabile  il  determinante  : 


W(y,,y,,...,ì/n)==^ 


Vi       2/t     yn 

y\      y'i   .....  y'n 

\y/'"'^W"'^^ yn  ^"^^^ 


(1) 


(*)  Dal  nome  del  matemalico  polacco  Wronski  (1788-1858)'  Wronski  considerò 
pel  primo  i  determinaDti  che  furono  da  lui  chiomati,  e  II  designò  colla  lettera  e- 
bniica  fcin.  11  nome  di  Wronskianì  fu  dato  ad  ossi  da  Mulr  A  treatite  on  the  thaory 
of  detcmUncMU,  London  1882). 
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Se  le  n  funzioni  y^ ,  y, , ,  yn  non  sono  linearmente 

indipendenti  (cioè  se  ha  luogo  fra  essi  una  relazione  li- 
neare a  coeflficienti  costanti  e  non  tutti  nulli),  il  loro  icron- 
skiano  è  identicamente  nullo. 

Infatti,  se  tra  le  funzioni  y  sussiste  la  relazione  : 

Ci?/, +  c,?/,+ +  ^ni/«  =  0,  (2) 

derivando  «— 1  volte  si  ha  (art.  111): 

Ci  2/i  +  e,  y\  + +  Cu  y'n  =  0, 

(3) 
e,  y/^^-V  +  e,  y/^-V  + Cn  yn  ^"-V  =  0/ 

nna  dalle  (2),  (3)  segue,  non  essendo  le  e  tutte  nulle: 
W72/i,i/.. ,  !/n)  =  0. 

Se  il  loronskiano  di  n  funzioni  y,,  y, ,  yn  è  identi- 
camente nullOy  e  se  ab  è  un  iìiterrallo  ,  in  nessun  punto 
del  quale,  esclusi  lutt'  al  più  gli  estremi,  si  anmdlano  in- 
sieme i  complementi  algebrici  degli  elementi  dell* ultima 

linea  del  determinante  WCy^,  y, ,  ,  yn),jo^r  tutti  i 

punti  dell'  intervallo  ab  esìste  una  medesima  relazione 
lineare  omogenea  a  coefficienti  costanti  e  non  tutti  nulli 
tra  le  funzioni  y„  y, ,  yn  (*). 


(*)  Questo  teorema  si  tro\a  comunemente  enunciato  sotto  la  forma  seguente: 
Se  il  iorotukiatM  di  più  funzioni  è  iiieniicamente  nuUo,  esae  ìioh  $ono  linearmente  ifuU- 
pendenti.  Peano  {Sur  te  delerminnnl  Wronxkien,  Mathésis  T.  IX,  1889,  p.  75-76;  Sur  tea 
Wronskien»,  ivi,  p.  110-112;  ha  osservato  pel  primo  che  il  teorema  non  è  sempre 
valido,  ed  ha  citato  l'esempio  delle  due  Ipnzioni  : 

y    =  a?*      ,        y    —  XX , 
1  i 

il  cui  wronskiano  è  Identicamente  nullo,  sebbene  non  esista  tra  esse  alcuuR  reli»- 

siono  lineare  valida  per  tutti  1  valori  possibili  di  iV.  Più  recentemente    fSul  deUr- 

minante  Wrotukiano,  Rend.  dell'Acc.  dei  Lincei,  S  V.  T.  VI,  1897,1.  sem.,  p  4l3-4ir>.i 

egli  ha  ripreso  Targomento,  dimostrando  il  teorema  riprodotto  nel  testo 

È  quasi  superfluo  ricordare  che  le  condizio..i  dato  dal  teorema  sono  suIBcieDti 

ma  non  necessarie.  Preso  infatti  : 

y    =  .T'»      ,    .  y    =  a?   , 
t  t 
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Indichiamo  ordinatamente  con  D^,  Z)„  ...,..,  Dn  i  com- 
plementi algebrici  degli  elementi  dell'  ultima  linea  del 
determinante  W,  con  J?j,  E^ ,  En  quelli  della  pe- 
nultima linea.  Applicando  al  determinante  Di  la  regola 
di  derivazione  dei  determinanti  (art.  94),  si  ottengono  n— 1 
determinanti,  di  cui  n  -2  sono  identicamente  nulli  perchè 
hanno  due  linee  eguali,  e  V  ultimo  è  —  JS',-  ,  sicché  si  ha: 

D'i  =  -  Ei        fi  r=  1,  2,  ,  n).  (4) 

Ora  per  una  proprietà  generale  dei  determinanti  si  ha  : 

^il/i  +  ^«2/.  + +  />n2/»=0.  (5) 

e  per  una  proprietà  dei  determinanti  nulli  : 

Ej^    E^   Eri 

I),-'D,~ ~  D„  • 

ossia,  per  le  (4): 


^i  _  ^'.  _        _:^ 
A  ~  i>\  ~" ~  ^« 


(6) 


Poniamo  : 

D,*  +  I)/  +  +  D„»  =  Af»; 

dalle  (6)  segue  : 

£,_^_    ^zy«    i),iy,-\-D,n,+ +/)»  lyn  _mm'  m 

A    A~ ^-         A'+A'+ +^n*  HP"^' 


sì  ha  : 


W  fy^,  y^;  "  0  , 


e  inoltre  1  complementi  algebrici  degli  elementi  dell'ultima  linea  ai  annullano  io 
uno  stesso  punto  cr=0;  e  tuttavia  esiste  tra  le  due  funzioni  la  relazione  y  — y  esO. 

Invece  neir  esempio  di    Peano  la  relazione  ò  y    — y     =0  pel   segmento    da 

Oa-Hoo,ey    -ny    :=Opel  segmento  da  — oo  a  0. 

n  teorema  non  ci  fornisce  il  modo  di  riconoscere  se  le  relazioni  lineari   corri* 
spondenti  ai  vari  segmenti  come  ab  sieno  o  no  diverse  tra  loro. 
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e  di  qui  : 

— =  0         r^=i,2,....,w;. 

Poiché  M  non  è  mai  nulla  nel!'  intervallo  ab ,  esclusi 
tutt'  al  più  gli  estremi ,  sì  potrà  integrare  V  espressione 
precedente  per  qualunque  intervallo  contenuto  neirinterno 
di  ab,  e  si  avrà,  indicando  con  h  una  costante  : 

^  =  &,  r«=l,2, ,n;. 

Dopo  ciò  la  (5)  prende  la  forma  ; 

Mk,y,  +  Mk^y^  -j-  +  MKyn  ==  0, 

ossia  : 

^ll/l    +   *.?/«  +    +   *«?/n=  0, 

sicché,  tenuto  conto  che  le  h  non  possono  essere  tutte 
nulle,  resta  dimostrato  l'asserto. 

Teorema  di  Bolle  e  sue  conseguenze. 

115.  Sia  f(co)  una  funzione  la  quale  ammetta  la  deri- 
vata in  un  punto  e,  e  sia  f'(c)^Q,  Poiché  : 

x=c         CO—C 

potrà  (art.  25)  assegnarsi  un  intorno  del  punto  e  in  cui  il 
rapporto  incrementale  è  sempre  dello  stesso  segno  di  fio). 
Sicché,  osservando  che  il  segno  del  rapporto  incrementale 
in  un  intorno  di  e  indica  se  al  passaggio  di  x  per  e  in 
senso  crescente  la  funzione  cresce  o  decresce ,  può  dirsi 
che:  8e  r(x)5^0,  fl[x)  è  crescente  o  decrescente  nel  ìmnto 
e  secondochè  f'(x)  è  positica  o  negativa. 

Dopo  ciò  supponiamo  che  nell*  intervallo  ab ,  in  cui  la 
funzione  f(oG)  è  definita,  esistano  due  punti  e,  rf  nei  quali 
f(x)  prenda  lo  stesso  valore;  sia  cioè  f{c)==f(d).  Allora,  se 
la  funzione  ha  lo  stesso  valore  in  tutti  i  punti  dell'inter- 
vallo crf,  sarà  in  tutto  questo  intervallo  (art.  85)  f(x)^=ià. 
In  caso  diverso,  f(x)  ammetterà  nel  tratto  ed  un  limite 
superiore  L  ed  un  limite  inferiore  Z,  diversi  fra  loro,  uno 
dei  quaU  almeno  sarà  necessariamente  ditferente  dal  va- 
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lore  comune  di  f(c)  e  di  f(d).  Sia  questo,  p.  es.,  L\  esìsterà 
(art.  41)  un  punto  g  dei  tratto  ed  tale  che  f[g)=zL,  Si  avrà 
allora  per  tutti  i  punti  x  del  tratto  ed  : 

quindi  : 

»  ^  ^        x-g 

x—g 

Ora,  se  fosse  f(g)  >  0,  dovrebbe  poter  determinarsi  un 
intorno  di  g  in  cui  il  rapporto  incrementale  fosse  sempre 
positivo;  e,  se  fosse  f(g)  <0^  dovrebbe  poter  determinarsi 
un  intorno  di  g  in  cui  il  rapporto  incrementale  fosse  sem- 
pre negativo.  Ma  né  l' una  cosa  nò  l'altra  è  possibile, 
quindi  dev'essere  necessariamente  f(g)r=z{).  Alla  stessa 
conclusione  si  arriverebbe  supponendo  /  diverso  dal  va- 
lor comune  di  f(e)  e  di  f(d).  Dunque: 

Fra  due  punti  in  eui  una  funzione  derioabile  prende 
lo  stesso  valore,  ce  n*  ha  eertamente  uno  in  eui  s'annulla 
la  sua  derivata. 

Questa  proposizione  porta  il  nome  di  teorema  di  Rolle{*). 

11().  Sieno  f(xj,^(x)  due  funzioni  derivabili  in  tutto  un 
intervallo  ab,  e  sieno  x ,  x-^-h,  X'\-k  tre  punti  di  questo 
intervallo.  L' espressione  : 

[fCot:+h)-f(x)]  \j^(x+k)^(x)y-[f(x+k)^f(x)]  [^(x+h)-^(x)l 

considerata  come  una  funzione  di  ft,  F(k)  (cioè  nella  quale 
a:  ed  h  si  riguardano  come  costanti),  si  annulla  evidente- 
mente per  A=0  e  per  h=h\  cioè  : 

F(0)  =  0       ,       F{1i)^0. 


(*)  La  forma  primitiva  del  teorema,  quale  si  trova  nel  Tratte  d'  algebre  (1690)  di 
M.  Ralle  (1652-1719),  suona  In  linguaggio  moderno  così:  Fra  due  radici  reali  conse- 
culire  della  derivata  d'  un'  eqwizù'ne^  algebrica  è  compresa  tutt'  al  ptò  una  sola  radice 
del"'  equazione  stessa. 
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Essa  è  una  funzione  derivabile ,  giaccliè  si  trova  facil- 
nionte  in  virtù  dei  precedenti  teoremi  (art.  86,88,92,100): 

Quindi  pel  teorenaa  dell'art.  102  dovrà  esistere  un  va- 
lore di  k  compreso  fra  o  e  /i  per  cui  F^(k)  si  annuUa- 
Denotando  questo  valore  con  t/i,  dove  0<t<1,  sarà  : 

ossia  : 

f(^+h)-f(x)_f(x+^h) 

In  parole  :  //  rapporto  delle  differenze  dei  caloH  di 
due  funzioni  corrispondenti  agli  estremi  d'un  intervallo 
nel  quale  esse  sono  derivabili  può  esprimersi  mediante 
il  rapporto  dei  valori  delle  loro  deHvate  in  un  punto 
intermedio  dell  intervallo  stesso. 

Se  si  prende  in  particolare  (p(x)=:x,  si  ha  9'(^a?>=l,  e  la 
formola  precedente  diviene  : 

^^-±h^(^^rc.+rh)      (o<x<i). 

Cioè  :  Se  una  funzione  è  derivabile  in  un  certo  inter- 
vallOj  esiste  nelU  intervallo  un  punto  inteìmo  tale ,  che  il 
valore  della  derivata  in  quel  punto  è  eguale  al  rapporto 
incrementale  relatiro  all'  intervallo  considerato. 

117.  Se  una  funzione  (^[jl)  è  derivabile  in  tutti  i  punti 
d'un  intervallo  ab  diversi  da  un  punto  e  di  esso  ,  ed  è 
infiìiita  nel  punto  e,  la  sua  derivata,  al  tendere  di  x  a  e, 
7ion  può  tendere  oerso  un  limite  finito  (cioè,  o  non  tende 
ad  alcun  limite,  o  tende  ad  un  limite  infinito). 

Supponiamo  che ,  al  tendere  di  a?  a  e ,  <^'(x)  tenda  axl 
un  limite  finito  o  nullo  A,  Presa  una  quantità  positiva 
By\Al  potrà  trovarsi  un  intorno  e  del  punto  e  in  tutti  i 
punti  del  quale  sia  WCoc)\<^B.  Sia  ora  x^  un  punto  dello 
intorno  e,  x  un  punto  del  tratto  x^c,  sarà  (art.  116): 
^(xj^==t^(x^)+(x^xjrf'(xj, 
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dove  x^  è  un  certo  punto  compreso  fra  x^  e  a?.  Poiché 
l9T^i)l<^^  1'^  ^oKf^— ^ol»  sarà,  per  tutti  i  punti  x  del 
tratto  x^c  : 

sicché  non  può  essere  lim  ^(x)==^^,  contro  T  ipotesi/ 

118.  Se  una  funzione  9(x)  è  derivabile  in  qualunque 
intervallo  finito,  e  nel  punto  alV  infinito  ha  valore  finito 
0  nullo,  la  sua  derivata,  al  teìidere  di  x  all'infinito,  non 
può  tendere  verso  alcun  valore  diverso  da  zero  (cioè,  o 
non  tende  ad  alcun  limite,  o  tende  a  zero). 

Supponiamo  che,  al-  tendere  di  a?  ad  oo,  (p'(^)  tenda  ad 
un  limite  A  Unito  e  diverso  da  zero,  o  ad  un  limite  infi- 
nito. Presa  una  quantità  positiva  B,  che  nel  primo  caso 
dovrà  essere  <|A|  e  n(ìl  secondo  caso  potrà  essere  qua- 
lunque, si  potrà  determinare  un  valore  positivo  g  tale , 
che  per  ogni  x  di  modulo  maggiore  di  g  sia  \(p'(x)]yB. 
Sia  ora  Xq  un  valore  di  modulo  maggiore  di  gr,  e  a?  un 
punto  posto  al  di  là  di  x^;  sarà  (art.  116): 

(p(x)=(p(x^)+(x  -  xJ(p'CxJ, 

dove  a\  é  un   certo   punto  compreso  fra  x^  e  x.  Poiché 

W(*'^i)\>  B,  e  liìU  \x—x^\=oo,  sarà  lim  <p(x)=oo  ,  contro 

r  ipotesi . 

119.  Si  disse  (art.  99)  che  il  teorema  sulla  derivazione 
d'  una  serie  sussiste  anche  se  le  derivate  dei  termini 
della  serie  non  sono  funzioni  continue ,  sicché  esso  può 
enunciarsi  così:  Se  le  funzioni  f,(xì,  f,(x), ....  sono  deriva- 
bili in   tutti  i  punti  d' un  intorno  e  d'  un  punto  e,  e  se 

in  questo  intorno  la  serie  f  fi(x  è  concergente  e  la  se- 
rie 2  r  i  (x)  è  equiconvergente ,  allm^a  S  fi(x)  è  una  fun- 

Ì=r1  1=1 

zione  derivabile  nel  punto  e,  e  la  sua  derivata  Ì7i  questo 

punto  è  2  fi  (e). 
1=1 
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Presa  h  in  modo  che  c+h  stia  nelll'intorno  e  di  e,  sarà 

convergente,  oltre  la  serie  2  fxr^c)^  anche  la  serie  §  fi  (c+h), 

»=i  1=1 

e  quindi  anche  la  serte  : 


^ h • 


1=1 


(1) 


Se  ora  a  è  una  quantità  positiva  arbitraria,  può  tro- 
varsi un  numero  N  tale  che,  essendo  p  un  numero  qua-, 
lunque  maggiore  di  iV,  si  abbia: 


I      A  (X) 

tf:=JV-t-1 


<f 


per  ogni  x  compreso  nell'intornoe.  Dopo  ciò  si  lia  (art.113,88): 


,    /•  ^  I  I, .    /•  ^  .      ^  /••  (c+h)-  I  fi(c)       „ 


t=N+1 


/l 


i=iV-i-l 


dove  0  <  T  <  1,  e  quindi,  per  qualunque  h  tale  che  c+h 
stia  entro  e: 


ì     fi  (c+h)^fi  (e) 


l=JV4-1 


<f- 


giacché,  se  c+h  sta  entro  e ,  a  maggior  ragione  vi  sta 
c4-t/i.  Ora.  poiché  la  serie  (1)  è  convergente,  si  ha: 

t=oo  t=p  ti. 

quindi  dalla  relazione  precedente  risulta: 


I     fi  (c+h)-~fi  (e) 
i=N-4-i  h 


^f 


Pongasi  intìne  : 


<9(x)=  l  fi  (X)  ,  f(x}  =  S  /;•  (xx 

1=1  t=1 
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r(c^^)-f(c)        ,^)  _  £  fi  (c+h)-f,  re) 


_Vo;+|..^^i^±^r^^-|/.rc;. 


irsi 


i=sN-h\ 


•=iV-4-1 


N 


ossia,    facendo   ^  (xj   «=   2    fi  (x) ,    donde    (  art.    87  ) 


•=1 


^(x)=;&fi(a^): 


f(c+h)^f(c)      ..¥c+hH^c)  _  ^f,(c+h)^fi  (e) 


Ma  si  è  trovato,  per  ogni  h  tale  che  c+/^  stia  entro  e  : 


t^N+l 


fifc+hj^fi(c)  a 

~h  ^  3  ' 


inoltre: 


rf=iV-4-1 


A  (cJ 


<f' 


di  più  può  scegliersi  un  numero  h'  abbastanza  piccolo  per- 
chè sia  per  ogni  h<Ch': 


«c*hy-Mc)  _^.^^) 


<!• 


Ne  segue  che  per  ogni  h<Ch'  e  tale  che  c-\-h  stia  entro  e 
si  ha: 

f(c+h)-f(c) 


h 


<f(c)       <  <T, 


il  che  dimostra  che: 


tìf 


A=0 
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Serie  di  Taylor  e  dì  Mac-Laurin. 

120.  Si  sa  dair  Algebra  che,  se  f(x)  è  un  polinomio  di 
grado  n— 1,  sì  ha  identicamente  : 

nc+oo)=nc)+Yf(c)+ff(c)+ +J^^^f''''^«')' 

Questa  formola  evidentemente  non  sussiste  più,  in  ge- 
nerale, per  qualunque  funzione /f.^;);  però,  come  si  vedrà, 
prendendo  n  abbastanza  grande ,  il  secondo  membro  ci 
dà,  sotto  determinate  condizioni,  un'espressione  di  f(c-\'X) 
approssimata  quanto  si  vuole. 

Pongasi  : 

dove  V  è  un  numero  intero  positivo,  e  p  dipende  da  n.  ,r, 
Cy  v;  inoltre  : 

Si  ha: 

quindi  (art.  115)  esisterà   un   numero  t  compreso  fra  0  e 
1  e  tale  che  : 

Ora  si  trova  con  qualche  riduzione  : 
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quindi  : 

L'espressione  di  f(c+x)  diviene  dunque: 
dove  : 

La  (1)  dicesi  fomiola  di  Taylor,  ed  i?n  r^5^o  di  essa. 
Il  resto  assume  forme  diverse  secondo  il  valore  che  si  dà 
al  numero  v,  insieme  al  quale  varia  naturalmente  anche 
T.  Per  v=n  si  ha  la  forma  di  Lagrange  : 

per  VE=1  la  forma  di  Cauchy: 

Se  lim  ifns=0,  si  ha: 

1=1 1. 

che  dicesi  serie  di  Taylor. 

Se  nelle  formole  precedenti  si  fa  r=a9,  si  ha  : 

/ra?>=AO)+f;/'(0)+  IJaOH- +^f^/'^"-'^(0)+^«  '     (2) 

^«"^/^"Y-^-^;.  (4) 
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Quest'  ultima  espressione  dicesi  serie  di  Mac-lMurin. 
121.  Tratteniamoci  alquanto  sulla  condizione  lim  Rn  =0. 


Per  un  valore  determinato  di  e,  Rn  è  funzione  di  x,  di  n 
e  di  T,  e  T  alla  sua  volta  dipende  da  a?  e  da  n.  Siccome 
però  noi  non  conosciamo  la  natura  dì  tale  dipendenza, 
dovremo  assicurarci  che  al  tendere  di  w  all'  infinito  i?« 
tenda  a  zero  qualunque  sieno  i  valori  (sempre  compresi 
fra  0  e  1)  che  prende  t  per  w  indefinitamente  crescente 
e  pei  valori  di  x  che  si  considerano.  Quindi  condizioni 
sufficienti  per  la  sviluppabilità  di  una  funzione  in  serie  di 
Taylor  per  tutti  i  punti  d*  un  intorno  simmetrico  d' am- 
piezza 2h  del  punto  e,  esclusi  al  più  gli  estremi,  sono  : 

Che  esistano  le  derivate  di  tutti  gli  ordini  della  funzio- 
ne nel  punto  c\ 

Che,  presa  a  ad  arbitrio,'possa  determinarsi  un  numero 
N  tale,  che  per  ogni  n>iV,  per  ogni  a?  non  maggiore  in 
valore  assoluto  di  una  quantità  qualunque  g  minore  di  h, 
e  per  ogni  t  compreso  fra  0  e  1  sia: 

\Rn\<<T. 

Quest'  ultima  condizione  può  esprimersi  dicendo  che 
Rn  converge   uniformemeyite   a  zero   per   |x|  <  g  e  per 

Pringsheim  C^)  ha  dimostrato  che,  quando  si  supponga 


(*J  Uébtr  die  nothxoendigen  und  hinreichenden  B^dingungen  de»  Tayk>r'schen  Lehrsatse^ 
fùr  Functionen  einer  reellen  Variahlen,  Math.  Ann.  T.  XLIV  (1891)  p.  57-82;  Ifeber  di« 
nothwendigen  and  hinreichenden  Bedingungen  fiir  die  Eniwickelbarkeil  von  Functionen 
einer  reellen  Variablen  nach  der  Taylor' schen  Reihe  und  iiber  nieht-enttoickelbare  Func- 
tionen mii  durchweg  endlichen  Di/ferentialquotienten,  Chicago  CoDgress  Math.  Papers 
p.  287-304.  V.  anche  Pascal,  op.  cit.  e  :  Un  capitolo  di  calcolo  differemialt^  Riv.  dì 
|D0^  T.  V  {\m)  p.  37-19. 
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il  resto  Ru  sotto  la  forma  di  Gauchy,  le  condizioni  testé 
trovate  come  sufficienti  sono  necessarie,  che  cioè: 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  f(c+x) 
sia  sviluppabile  in  serie  di  Taylor  per  ogni  |x|<h  sono: 
che  esistano  le*  derivate  di  tutti  gli  ordini  di  f{x)  nel 
punto  e;  e  che  il  resto  di  Caicchy: 

converga  uniformemente  a  zero  per  )x|sg  «  per  0<t<1, 
d(yoe  g  è  una  quantità  arbitraria  minore  di  h. 

Pertanto  non  è  sufficiente  sapere  che  la  serie  di  Taylor: 

issi    l- . 

converge  in  un  certo  intorno  del  punto  e,  per  essere 
certi  che  essa  per  tutti  i  punti  di  queir  intorno  abbia  il 
valore  f(c+x). 


Applicazioni  delle  serie  di  Taylor  e  di  Mac-Laurin. 

122.  Sia  f(x)=  e' .  Dalla  (4)  dell*  art.  120  segue  (art.  113): 

Per  \x\<h  si  ha: 

hn     h 

giacché  ^*<^  se  ar>0,  e  ^*<1  se  a?<0.  Ora,  siccome: 

(n+ljl       nln+l' 
cosi,  a  partire  dal  primo  numero  intero  n  non  minore  di 

Ytfàm,  Cakoh  ìnfintMmak  9 
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h,  il  rapporto  — p  decresce  al  crescere  di  n;  quindi  esso 

per  lim  >e=oo  ammette  Cart.  11, 12j  un  limite  nullo  o  po- 
sitivo k.  Ma  dalla  relazione  precedente  segue  (art.  29): 

lim  — — -=/i  lim  — r  lim  — z--^, 

n=«  /i+1!  n=oo    n  !  n=ao    n+1 

e: 

/i""*"^  /i"  1 

Zzm  -  — .-^prr  =  Z/m    -,  =ft,  lim  -,  -=0; 

n=oo  fW  +  lj!  n=oo  UÌ  n=»  n+1 

dunque: 

ossia  ft=4).  Cioè: 

/ivi  \=^, 

n=ao  n! 

Dopo  ciò  si  ha,  per  qualunque  h\ 

lim  /?n=f>, 

n=ax 

e  quindi  la  funzione  e^k  sviluppabile  in  serie  di  Mac- 
Laurin  in  ogni  intorno  arbitrariamente  grande  dell'ori- 
gine. Il  suo  sviluppo  è: 

^^=^+r!+2!+-=,S,7!- 
In  particolare  si  ha,  per  oo^=\: 

formola  che  ci  permette  di  calcolare  il  valore  di  e.    * 
123.  Sia  f(x)=senx.  Si  ha  (art.  113): 

/fn«=-^  sen\zx+n  Jj. 
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Ora,  qualunque  sia  ce,  si  ha: 


sen  (Ta?+n^  s  1, 


inoltre  si  è  trovato,  qualunque  sia  h: 

lim — r=v: 

quindi: 

lim  Rn=^. 


Si  trova  poi  lo  sviluppo,  valido  per  x  qualunque: 

^^"^ìT-3! +5!  -•••'=2)  ^~^^  (^:^PìT' 

124.  Sia  f(x)=cosx.  Si  trova,  come  nell'  art.   prece- 
dente : 

125.  Sia  f(x)=4g(\+x).  Poiché  (art.  113): 

/rnyrar;«(-i)"-iL_^, 

si  ha  dalle  (4),  (5)  dell'  art.  120: 
PerO<a?<l,  la  quantità  j^-^  resta  sempre  inferiore 
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aci  1 ,  quindi  lo  stesso  ha  luogo  per  (  j-r—  ]  \  inoltre 


(rfe)"^  " 


lim — =0,  quindi  lim  Rn==^. 

fi=oo   ti  nsscD 


Per  — l<a?<0,  posto  a^=— y,  sicché  0<J/<1,  si  ha: 


Presa  una  quantità  qualunque  g<\,  si  ha  per  ^<i27  e 
per  QStSI: 

^  T— T.  ^  1—;;'  T-7:r:  =y—  -i    ,„   ^^^9, 


l—ry—l—y  —  l—g'l-ty     ^       1-tj/ 
quindi: 


!(?^ 


Ne  segue  anche  in  questo  caso  lim  Rn^=0, 

nsssoo 

Dunque  la  funzione  Ig  (l-^-x)  è  sviluppabile  in   serie 
di  Mac-Laarin  per  — l<a7<l,  e  il  suo  sviluppo  è: 


•=ii  ^      ^      ì 


ij7ri+^>-^  f  +  '^-f  +...=  s  (-ly-^f . 


126.  Sia  fro(^}==(l+xJ'^,  dove  //i  è  un  numero  reale 
qualsiasi.  Sarà  (art.  113): 

Prendiamo  il  resto  sotto  la  forma  (3)  dell'  art.  120,  do- 
ve supporremo  v  sia  un  numero  intero,  positivo  o  nega- 
tivo ma  non  nullo,  più  piccolo  di  m,  cioè  faremo  v=^m—p, 
essendo  p  positiva.  Allora  sarà: 
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(n— l)!m-  p  ^  I    y  i    I      / 


mar 


Supponiamo  dapprima  »i>0.  Si  può  scrivere: 

(m  -  \)  (m-2)..  (m—n+\) 
(n-\)\ 

=<->'-(>-r)(>-f)-('-^> 

ora,  se  0<y<1,  1—Y<yj;j-,  quindi,  indicando  con  p  il  più 

piccolo  numero  intero  maggiore  di  ni,  e  supponendo  »>p, 
sarà: 

(-?)C-.Tr) (-n-?r) 

<R-T)(-f)-(-A)| 


X 


< 


(■+f)('+^)-('+;^.) 
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Ma  è  noto  che: 


quindi: 

Inoltre,  per  \x\^<\,  0<t<1,  si  ha: 

limoG^^  =0,  f  1~T>  <1,  ,-^f^<l, 
«=«)  1+Ta? 

quindi  lini  Rn^=^. 
Per  x=\  si  ha: 

m—p'       -"  (n—l)\  \^+V 

quindi  come  prima  Imi  Kn=0. 

flssoo 

Per  x^:—!  si  ha: 

'      ^  m— p^        -"  (7i^l)\ 

quindi  ancora  lim  ^n=0. 

n=sQo 

Supponiamo  ora  m<0.  Facendo  m'=s— m,  dove  7n'>0, 
sarà: 

(m—\)(m—2),.,  (m—n+\)x'^-^ 
(n-\)\ 
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ora  per  !i»i<g'<l  e  per  n>  r— ^  si  ha: 


['+  ?]i 


sicché  r  espressione: 


^(ni  .\Xni-2u(7n-?i+ì) 


decresce  al  crescere  di  n  al  di  là  d'  un  certo  valore,  e 
per  conseguenza  (art.  11,12;  tende  ad  un  limite  km  posi- 
tivo o  nullo.  Poiché,  essendo  negativo  m,  lo  è  anche  m— 1, 
6(^m— l,n/  tenderà  pure  verso  un  limite  positivo  o  nullo 
fefn-1.  Sicché  si  ha: 

//;•  bfm,n)=kmy  Um  O^y/j— l,n>=  lim  O/"//!— l,n— l)=qfem-i  . 
Ora: 

quindi  passando  al  limite  (art.  '29): 

km=\On  '  lJx\km^^  lini 


ma  lim  ■  =(),  quindi  k,,,  =0.  Inoltre,  come  prima: 

n=:QO    il        1 


quindi  lim  /^n=0. 
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Riassumendo,  Io  sviluppo  è  valido: 
per  m>0,|a?eSl, 
per  m<0,|^|<l. 
Si  trova  poi: 


r.+.r=.+(>+(»V+....=.S(»')^. 

che  comprende  come  caso  speciale  la  formola  data   dal- 
l'Algebra  per  w  intero  e  positivo. 

Notiamo  i  seguenti  sviluppi,  validi  per  fa!|<l: 

1  StL 

=1— iP+a;''— a7'+...=:  2  (-ì)^  a-". 


1+0? 


^^-^-^  =l_2«+3a?»-4ar'+...«J^  (-1/  (t+l)x' . 

1         1      1     _i_  1-3   .     1.3.5    , , 
x/ì+x  2  2.4         2.4.6     ^ 

^  1.3.5....^2t-i;  a,    ,,,    (2i)\      . 

127.  Sia  f(a^J=arcsenx.  Siccome  non  è  focile  dare  l'e- 
spressione delle  derivate  n— esime  di  questa  funzione, 
noi  ricorreremo  all'integrazione  per  serie  (art.  08). 

Dall'ultima   formola  dell'art,   precedente  si  ha,  per 

I*I<1: 

Poiché   questa  serie  è  a  termini  positivi,  e  per  la7|<^<l 
*  suoi  termini  sono  rispettivamente  minori  dei  corrispon- 
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denti  della  serie  convergente  S  Oi  g^  ,  essa  sarà  equicon- 

vergente  neir  intervallo  da  — ^^  a  -{-g. 

Infatti ,  essendo  S  cu  g^  convergente,  presa  <j  ad  ar- 

bitrìo    può    determinarsi    un    numero    n    tale   che   sia 
2  ^-  i^**  <  <y  ;   nia  per  la?]  <  flr  si  ha  S  ai  »r*'  <  2  a,-  ^«« , 

quindi  a  maggior  ragione  2  «•  a?*'  <  a.  Ne  segue  che  si 

tasn 

avrà,  ritenendo  T  integrazione   estesa  a  qualunque   in- 
tervallo compreso  tra  —1  e  +1: 


/ 


Il  valore  del  primo  membro  è,  a  meno  della  costante 
d' integrazione,  arcsen  x\  sicché,  determinando  C  me- 
diante l'osservazione  che  per  oo^  anche  arcsenx:=Q, 
si  ha: 

*     «•        ^^K       «   1.3.5...(2f-l)     1       ,,  . 
tso  2^-hl  «ao      2.4.6...2t     2i+l 

128.  Sia  f(oG)  =  arctg  x.  Poniamo  nella  terzultima  for- 
mola  dell'art.  126  x^  in  luogo  di  ar,  avremo  per  |irj<l: 

^  -=2  (-l)«a7«  . 


1+^' 

Per  \x\Stg<\  questa  serie  è  equiconvergente ,  perchè 
i  valori  assoluti  de'  suoi  termini  sono  rispettivamente  mi- 
nori dei  termini  della  serie  convergente  S  g'^  ;  quindi: 

tssO 

arctg  x  ,=  %  (-1)*  _i_  <r«-«-». 
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fna  v«ri«kil6. 

l'J"-:».  Si  «ili:»?  che  una  fonzi<.»ne  f(x)  definita  in  un  in- 
tervallo ah  \ìix  un  itia^sitno  <«1  un  uxiniìtxo  in  un  punto 
inierno  e  di  4U*-<(.j  inierrallo.  se  può  assegnarsi  un  in- 
torno tale  ilei  punto  e,  che  tutti  i  valori  che  la  funzione 
prende  in  esso  si»^no  rainort  o  rispettivamente  mai^giori, 
di  ffc).  I  massimi  e  minimi  così  definiti  non  devono  con- 
fontlersi  con  quelli  di  cui  si  è  parlato  all'  art  13;  giacché 
essi  s^jno  tali,  non  rispetto  all'  intero  intervallo,  ma  sol- 
tanto rispetto  ad  un  loro  intorno  abbastanza  piccolo. 
Quindi  non  è  punto  assurdo  che  una  funzione  possa  ave- 
re in  un  intervallo  parecchi  massimi  e  minimi,  né  che 
un  massimo  possa  essere  minore  d' un  minimo. 

Il  fatto,  che  la  funzione  ha  nel  punto  e  un  massimo 
od  un  minimo,  si  esprime  analiticamente  così:  Può  tro- 
varsi un  intorno  di  e,  che  supporremo  simmetrico,  di 
ampiezza  2 e,  tale  che  per  0<^<e  sia: 

pel  massimo:  ffc+^J^-frcXO,  f(c—^)'-f(c)<0, 
pel  minimo:  f(c+^)  -  f(c)>0,  f(c-»)—f(c)>0. 
Di  qui  segue: 

pel  massimo:  1       -^  <0, ^  >0; 

a  — a 

pel  mimmo:  - —   -  -^  —  >0, -J-~-  <0. 

(Quindi  nei  due  casi  non  esiste,  un  intorno  del  punto  e 
nel  quale  il  rapporto  incrementale  sia  sempre  positivo  o 
s(itnpre  negativo,  donde  segue  (art.  102)  che/'Yc>==0.  Dun- 
que i  soli  punti  nei  quali  può  esistere  un  massimo  od  un 
inininu)  per  la  funzione  f(x)  sono  quelli  in  cui  la  sua  de- 
rivata prima  s'annulla. 
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130.  Sia  pertanto  e  un  punto  in  cui  s'annulli  la  f*(x)\ 
vogliamo  esaminare  quali  ulteriori  condizioni  debbano  es- 
sere soddisfatte  perchè  in  e  vi  sia  un  massimo  od  un  mi- 
nimo. 

Può  avvenire  che  nel  punto  e  si  annullino  anche  al- 
cune delle  derivate  d' ordine  superiore  di  f(x)\  e  noi  sup- 
porremo per  generalità: 

f(c)=A,  rr^;=o,....,  ff^-v(c)^,  mo)i^^^ 

Si  ha  dalla  (1)  dell'art.  120,  tenuto  conto  di  questa 
ipotesi  : 

dove  0<T<1,  0<t'<1.  Se  P'')(x)  è  continua  nel  punto  e, 
potrà  assegnarsi  un  certo  intorno  di  e,  che  supporremo 
simmetrico  e  di  ampiezza  2e,  tale  (art.  43)  che  in  tutti  i 
punti  di  esso  f(^)(x)  abbia  lo  stesso  segno  di  f^^^(c).  Al- 
lora, per  ogni  ^  non  maggiore  di  e,  /W/'c-j-t^;  ed 
fM(c—T'^)  avranno  il  medesimo  segno  di  /^">'fc>,  quindi 
f(C'^)--f(c)  ed  f(c^^)--f(c)  avranno  il  medesimo  segno 
o  segno  opposto,  secondochè  n  è  pari  o  dispari,  e  nel  pri- 
mo caso  il  loro  segno  comune  sarà  quello  di  f^H^)-  Può 
concludersi  adunque  : 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  una  fun- 
zione fl[x)  abbia  un  massimo  od  un  minimo  in  un  punto 
e  sono: 

Che  sia  f'(c)=4); 

Che,  indicando  con  n  V  ordine  della  prima  delle  de- 
rioate  successive  che  non  si  annulla  in  e ,  e  supposta 
questa  derivata  continua  in  e,  sia  n  un  numero  pari. 

Si  avrà  poi  un  massimo  od  un  minimo  y  secondochè 
flo)(c)  è  negativa  o  positiva. 

Quindi,  per  trovare  i  massimi  ed  i  minimi  d*  una  fun- 
zione f(x),  si  dovranno  anzitutto  determinare  i  valori  di 
ar  che  annullano  f'(x) ,  poi  per  ciascuno  di  questi  valori 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  140- 

si  dovrà  esaminare  quale  sia  V  ordine  della  prima  fra  le 
derivate  successive  che  non  s'annulla  in  esso,  e,  se  l'ordine 
è  pari,  vedere  se  quella  derivata  ha  pel  valore  considerato 
segno  negativo  o  positivo  (*). 

131.  Esempio:  Fra  tutti  i  parallelepipedi  retti  a  base 
quadrata,  in  cui  la  somma  degli  spigoli  è  eguale  ^  quali 
sono  quelli  di  volume  massimo  o  minimo  ? 

Indicando  con  a  la  somma  dei  tre  spigoli  e  con  x  uno 
dei  due  spigoli  eguali,  il  terzo  spigolo  sarà  a— 2a7,  e  il  vo- 
lume sarà: 

f(xj9=^^(a'—2x). 

Questa  è  la  funzione  di  cui  si  tratta  di  cercare  i  mas- 
simi ed  i  minimi.  Si  ha: 

f(x)==2ax'^\ 
f(x)=2a-\2x. 

I  valori  di    x  che   annullano   la  prima   derivata  sono 

a?=dO,  a?=o^;  per  a?=^  si  ha  /™(^a?>=a2a>0,  per  ^=«^'=■0  si  ha 

/'Yir>=:— 2a<0.  Quindi  per  a?=0  si  ha  un  minimo  (il  che 

era  evidente  a  priori),  per  ir=^  un  massimo.  E   poiché 

questo  è  unico,  esso  è  anche  il  massimo  assoluto.  Cioè:  Il 
parallelepipedo  di  volume  massimo  fra  tutti  i  parallele- 
pipedi retti  a  base  quadrata  in  cui  la  somma  degli  spi- 
goli è  la  stessa,  è  il  cvòo. 


(')  Giova  avvertire  ctie  esistono  funzioni  le  quali  ammettono  massimi  e  minimi, 
quantunque  la  regola  esposta,  applicata  ad  esse,  Qon  conduca  ad  alcun  risultato. 
Ciò  proviene  dal  fatto  che  tutte  le  derivate  si  annullano  nel  punto  di  massimo  o  di 

_L 
minimo.  Tale  ò  p.  es.  la  funzione  e    ^  «  la  quale  ammette  un  minimo  nel  pualo 
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Espressimi  di  forma  indeterminata. 

132.  Un'altra  applicazione  delle  forinole  sviluppate  nei 
capitoli  precedenti  consiste  nel  calcolo  del  valore  delle 
cosidette  espressioni  di  forma  indeterminata.  Lo  studio 
di  tali  espressioni  costituisce  in  qualche  modo  un  com- 
plemento della  teoria  dei  limiti ,  giacché  si  tratta  qui  di 
determinare  certi  limiti  in  casi  in  cui  gli  ordinari  teorejxii 
non  sono  applicabili.  Per  rappresentare  in  modo  semplice 

i  vari  tipi  da  studiarsi ,  indicheremo  con  -r-,  con  aò ,  con 

ffx) 
a—b  e  con  6«  le  espressioni  ^^jA,f(xj^x)yf(x)-^x),f^(x)f[^) 

nel  supposto  che  sia  limf(x)=sa,  lini  (pfx)=é,  Ciò'posto,  le 
espressioni  che  ci  proponiamo  di  passare  in  rassegna  pos- 
sono indicarsi  come  segue: 

-^,   J,  0.OO.    00-00,  0%   1~,   oo*. 

133.^.—  Sieno  f(x)  y  <pCxJ  due  funzioni  derivabih  (e 

quindi  continue)  in  un  punto  e,  e  che  s'annullino  in  que- 
sto punto;  si  tratta  di  determin^,re  il  limite  a  cui  tende  il 
loro  quoziente  per  Uni  x=c.  Poiché: 

si  ha  identicamente: 

f^(x)    (p(x)-^c)    9fx)'90'y 
e  passando  al  limite  (art.  31)  : 

x^c  9(xj    (p(cy 

Quindi  il  limite  cercato  è  il  rapporto  dei  valori  delle 
derivate  nel  punto  e. 
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Può  avvenire  che  sia  f(c)==e^'(c)=0.  Allora,  supposto 
che  le  f'(^)f  i(^)  esistano  in  un  certo  intorno  di  e  e  sie- 
no  derivabili  in  e,  si  avrà  (art.  116)  : 

f(x)^f(x)    f(c)j'(xj 

dove  a?,  è  un  punto  intermedio  fra  .t  e  e,  e  quindi,  osser- 
vando che  per  lim  x=c  anche  lim  x^==c  : 

lim  ^V4  =  l^^^  -Tr-%- 

<prx)     x=c  i(x) 


Pertanto  si  dovrà  applicare  nuovamente  il  processo 
indicato  al  quoziente  -—:- 

E  cosi  si  potrà  continuare. 

Quindi,  in  particolare,  date  due  funzioni  ffx),  (^(oc)  che 
s*  annullino  in  un  punto  e  ed  ammettano  in  questo  punto 
le  derivate  di  tutti  gli  ordini,  si  formino  successivamente 

i  quozienti  C;-,  Q^,.  ;   POsto  f^Hcì^oa^   ^('Kc)-=bi, 

il  primo  dei  quozienti  r^,  t^,  ....,   che  non   ha   la   forma 

0  ffx) 

—  ci  darà  il  valore  di  lim^^.  Fa  eccezione  il  caso  in  cui 

il  denominatore  6r  di  questo  quoziente  ^  è.  nullo ,  e  (p^'^^(x) 
tende  a  zero  senza  conservare  un  segno  determinato  ;  in 
questo  caso  può  concludersi  soltanto  che  lim  ^-r— :!=oo. 

„„        .       ,.     1— cosa?      -.     sena?      .,    cosx     1 
Esempio  :  hm ^ — =  hm-^    -=  Ztm-7r-=^. 

0^=0       X*  ff=0    2x  o^sO    2  ^ 

134.  Abbiansi  ora  due  funzioni  ffx),  ^{x)  derivabili  in 
un^ccrto  intorno  deljpunto  airinflnito  e  nulle  per  a>=oo. 
Posto  : 

...^1  /ì<ar>=/(i)=:/;r^,  9(x)^(\)^fi). 
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si  avrà  fart.  100)  : 

9V  ^>=^'(x)  ■£=""  2i9'(^)' 

e  le  f^(z),  9,(3)  ammetteranno  le   derivate  in  un  certo  in- 
torno dell'origine;  sarà  quindi  per  T  articolo  precedente  : 

lini  V-x=  i^^^^  ^^x  =  '^'>^  -/t-.  =  ^^^'^   -rr^> 
9(a?)      1=0  9j(2)       «=o  9 1(2)      a?=oo  9  (^) 


sicché  1^  regola  data  pel  rapporto  di  due  funzioni  infini- 
tesime in  un  punto  a  distanza  finita  vale  anche  pel  rap- 
porto di  due  funzioni  infinitesime  nel  punto  all'infinito. 

Però  è  da  osservarsi  cho,  se  una  funzione  é  infinite- 
sima per  0^=00,  la  sua  derivata,  al  tendere  di  a?  ad  00,  0 
non  ammette  alcun  limite,  o  tende  a  zero  (art.  118'. 
Quindi  per  ar=ao  la  regola  data  non  conduce,  almeno  in 
generale,  ad  alcun  risultato  utile.  Tuttavia  avviene  in 
certi  casi  che  f(x)  e  (^'(x)  contengano  un  fattore  comune 
X(x)  tendente  a  zero  per  a;=:oo,  mentre,  posto: 

It(a^)  e  v(x)  non  tendono  ambedue  a  zero  0  ad  infinito. 
Allora  sarà: 


Esempio: 


'(--) 


p  1 


Mi+fl-         ""'n--^         1+?: 


lim-^ 51  =  lim ^—=  lini -=^  ^ 

',  /,  .  <7  \       «=»      ? i_       *=«     g  q 
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135.  — .—  Abbiansi  due  funzioni  f(x),  tf(x)  derivabili 

00 

in  un  certo  intorno  d'un  punto  e  (che  può  anche  essere 
il  punto  air  infinito),  e  tali  che: 

lim  f(x)=s  lini  9(ir>=oo. 

Sarà  (art.  36): 

lim  >- —  =  lim  —T-.  =0, 

e  quindi  per  Y  art.   precedente  (tenuto  conto  degli  art. 
100,  29): 

1  3?W 

Km  ^=  lim ^  =  lim  -^^^ :=:  Hm^g^lJlir^^MV, 

f(^)  r(x)  ^        ■" 

da  cui  (art.  30): 

9(x)        «=c  9(^) 


Sicché  la  regola  che  vale  pel  limite  del  rapporto  di  due 
funzioni  infinitesime  vale  anclie  pel  limite  del  rapporto 
di  due  funzioni  infinite. 

Esempio:  lim  — — 1=  lim     _^  .  =  lim  —7 =-- 5- 

=3 =  lim    — reaoo; 

il  che  prova  che  e*  è  una  funzione  infinita,  per  x=ooo, 
d' ordine  superiore  a  qualunque  assegnabile,  quindi  che 
e-«  per  00=00  è  infinitesima  d*  ordine  superiore  a   qua- 

-JL 
lunque  assegnabile,  0  infine  che  e   "  per  ar=0  è  infinite- 
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sima  d'  ordine  superiore  a  qualunque  assegnabile,  come  si 
è  accennato  altrove  (art.  50). 

Però  anche  qui  è  da  osservarsi  che,  se  una  funzione 
è  infinita  per  un  valor  finito  e  di  x,  la  sua  derivata,  al 
tendere  di  a?  a  e,  o  non  ha  alcun  limite,  o  tende  all'  in- 
finito (art.  117);  di  guisa  che  la  regola  data  non  condur- 
rebbe, in  questo  caso,  ad  alcun  risultato.  Tuttavia  può 
avvenire  qui  pure  che  sia: 

dove  X^)  tende  all'  infinito,  e  ^co),  ^{x)  non  tendono  am- 
bedue a  zero  o  ad  infinito.  Sarà  allora: 

Igx  1 


1^1 

Esempio:  Unì =  lim =  lim =3  O, 

^      x=xs   001^       a?=o        rn ««o     m 

sicché  per  a.*=^  Igx  è  infinito,  e  quindi  -^ —  è  infinitesi- 
mo, d' ordine  inferiore  a  qualunque  assegnabile  (cfr.  art.  50). 
136.  0.00.—  Se  lim  f(x)=4)^  lim  9(0?) =00,  può  scriversi: 


a:3sc 


.-..  M 


lim  [/(o^X^xfì  =3  lim  ~— 


che  rientra  nel  tipo  -jr. 

X — 00.  —  Se  lim  /(a?)=  Ivn  (p(x)=^,  si  ha: 


1  1 


YiTAsn,  Cakoh  InfiniMmak  10 
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che  è  del  tipo  -rr. 

0» ,  r,  00» .  -  Si  ha  (art.  35,  29^: 

Ig  lim  [<f(xf'^l  =  lim  \ f(x)lg rf(x)\ 
ossia; 

lim\j(x)     Jt==^»=cL  J. 

Ora,  nei  tre  casi: 

lim  t(co)=0,    lim  (p(x)=0, 

lim  f(xj=oo,   lim  <p(x)=l^ 

aste  tDssC 

lim  f(x)=éò,    lim  <p(xJs=oo, 
l'espressione  f(x)  Ig  <p(x)  cade  sotto  il  tipo  0.». 

Differenze  e  differenziali* 

137.  Sia  ffx)  una  funzione  di  oo.  Se  alla  variabile  «r  si 
dà  un  incremento  àx,  la  variazione  corrispondente  della 
funzione  si  dice  differeyiza  prima  o  semplicemente  diffe^ 
renza  di  f[oc\  e  si  denota  con  ^f(x).  Posto  cioè: 

x'—x=£ix, 

si  scrive: 

f(x')^f(x)=lif(x). 

S*  imagini  ora  di  dare  alla  variabile  successivamente 
più  incrementi  tutti  eguali;  si  faccia  cioè: 
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e  corrispondentemente: 

^f(a:)=f(x')-f(x)Af(x')==f(x'')-f(x'),.... 

Se  formiamo  successivamente  le  differenze: 

ii*f(x)==^f(x^)-^f(.r),^*f(a/)=ù.frx'')-Arr^),..., 
A*f(xrr*-V)=zif(xr^v)—àfìfxr'^V), 

ò!'f(xf'*-*J)=^*f(xrn-V)^'fCx^r^*J), 

le  ^spressioni: 

si  dicono  differenza  2»  ,  3» ,... ,  (n— 1)— esma ,  n— esima 
della  funzione  /Ta^j. 

Le  differenze  d' ordino  superiore  al  primo  della  varia- 
bile indipendente  sono  identicamente  nulle. 

È  facile  dimostrare  per  induzione  completa  la  seguen- 
te formola,  evidentement»^  vera  per  rt=l: 

Ar  f(x)=f(xM)  -{^\)fCx(--'^)-{-(2)  f(^<'-^')- 

-f-(-i)'-'(r!li)/r^';+(-i)'  m 
=  i  (-ly  ( •)/ra-(--');=  s  (-ly  CM^+(r~i)i^]. 

Sia  infatti: 


si  avrà: 

i=0 


A--i/('«''>=  V(-iy  (J  i^  )/r*-"-";' 
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e: 

i^r  f[a,)=òr--^f(x')-àr-y(x)  ='2  (-1)'  CT^V^?"-*'; 
-.2  {-l)'-<iri)^a-<'-');, 
ossia,  supposto  (^  j=0  per  p<iq: 

Cosi  pure  può  dimostrarsi  coU'induzione  completa  l'altra 
fonnola: 

l'ssO  ^ 

dove: 

^'f(xj=f(x). 

138.  Supponiamo  che  la  funzione  f(x)  ammetta  la  de- 
rivata prima  nel  punto  ar,  sarà  allora,  colle  notazioni  del- 
l' art.  precedente: 

Aa7=0  ^  Aic=0     Aa? 

Osserviamo  che,  se  la  derivata  esiste  in  tutto  un  intor- 
no del  punto  x,  si  ha  anche  (art.  116): 

dove  T  è  una  quantità  compresa  fra  0  e  1  e  dipendente 
da  a?  e  da  Aa?.  Ne  segue: 
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lim  f'(x+rla^)=frx)  (*). 

A.r=0 

Supponiamo  ora  che  la  f^xj  ammetta  anche  la  deri- 
vata seconda  in  un  certo  intorno  del  punto  x,  e  sia  h  il 
valore  di  questa  derivata  nel  punto  x  stesso.  Mediante  la 
funziono  f(x)  formiamo  la  funzione: 

la  cui  derivata  seconda   nel  punto  x  che  si  considera  è 
evidentemente  nulla.  Si  avrà: 

ossia: 

\(p(x)=^<p'(x'\-xàx), 

dove  Ter'  sono  compresi  fra  0  e  1.  Ne  segue: 

A\(x)==àx[f'(X'^(\-\-i:')^T)'-<p'('r+'^^cc)j. 
Ora: 

irxMl+-l^J==9WMi+^làx<pro^M^+^'K^). 


C)  Potrebbe  sembrare,  a  prima  Rìdnta,  che  questa  relazione  implicasse  la 
conllniiltà  della  derivata  prima  nel  punto  j:.  Ha  ciò  non  è,  nò  può  essere,  giac- 
ché r  enstmza  della  derivala  in  un  intorno  del  punto  eo  non  può  portare  con  so, 
di  necessità,  la  sua  continuità  in  quel  punto.  Kcco  come  si  può  rendersi  ragione 
della  cosa.  Ad  ogni  valore  di  Sx  corrisponde  un  voiore  determinato  di  rAa»,  quin- 
di, se  àx  prende  tutti  i  valori  compresi  fra  0  e  un  cono  numero  h  in  ordine  de- 
crescente, i  valori  corrispondenti  di  rlx  formeranno  una  successione,  S,  decre- 
scente o  DO-,  ma  (per  la  natura  del  numero  t)  avente  per  limite  0.  Orn  la  rela- 
xione  trovala  ci  dice  soltanto  che  r(^-^^)  ba  per  limite  f  fxj  quando  9  tende  a 
zero  prendendo  ordinatamente  tutti  i  valori  della  successione  5;  ma  nulla  possiamo 
dedarre  da  essa  pel  caso  in  cui  ^  tende  a  zero  in  qualunque  altro  modo. 
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dove  T|  e  t'^  sono  pure  compresi    Ira  0  e  1,  e  dove,  per 
ciò  che  si  disse  poc'anzi: 

lini  9'V^-|-xTjA.r>=9Y^>=0, 

Aar=0 


lini  9Yir+(l+T')T'iA.r;=9"f>;=0. 

Ax=0 


Si  ha  quindi: 


km  — /i-^=0. 
Aa?=0     A.t7« 


Ma: 

AV^>=A'(/rrr;-Aa-')=Ayr.r;--  |aY:cV, 

e: 

A  Ya'*X^4-2  A..r/— 2^07+  A.'c/+^»=2  Aar', 
quindi: 

lim  ^^^=^ft=/'Yar;. 
Aa?=0     Aip' 

Analogamente  si  procedo  per  le  differenze  d'ordine 
qualunque. 

Supponiamo  p.  es.  che  la  f(x)  ammetta  in  un  certo  in- 
torno di  X  anche  la  derivata  del  3°  ordine,  e  sia  h  il  va- 
lore di  questa  derivata  nel  punto  x.  Invece  della  funzio- 
ne f(x)  si  consideri  T  altra: 

k 
(p(x)=f{x)  -    -re\ 

la  cui  derivata  terza  nel  punto  cch  nulla.  Si  avrà  (art.  120): 

A(pfx)^=:àx^'(x)'\-  -^  Ax^'Cx-^-tAx), 

àfprx')=Axf'C^)+  ~  àxy(x+(l+x')^xl 

^<pCr^')=àx<p'(x)+  ^  àxy(.T+(2+T")àxJ. 
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(ìa  cui: 

e  infine: 

Ora: 

^Ya7+(H-T')Aa?=«p"ra?;+(l+T';Aa'(p"ra;+(l+V)T'i^; 

quindi: 

^^  =1  [(2+T")9"ra?+(2+T")T",A^j 

Ma: 

Km  <f"'Ca^'+rx,àsc)=  lim  <f"'(x+(l+t'yv\^) 

=  lim  (p"ra?+(2+T")T."Ajaj=?''Ya?;=0, 

Aar=0 


quindi: 


lim  ^  =0. 


Infine: 

AYx»>=rar+3  Aar/-3rir+2  Aa?/+3rcr'+ Aa?/-.  ^»=6Aa7' 
quindi: 


Arr' 


Ayr^;. 

Arr' 
Può  dirsi  pertanto  che ,  se  esistono  nell'  intorno  d'  un 
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punto  X  le  derivate  sino  all'  ordine  n  incluso ,  per  ogni 
r<n  la  differenza  r-esima  di  f(x),  àr  f(x),  è  un  infinite- 
simo d'  ordine  r  rispetto  all'  infinitesimo  principale  Aa?,  e 
che  il  suo  valore  principale  è  la  derivata  r-esima  di  f(x) 
nel  punto  x,  f^^^x). 

Per  ?is=l  basta  che  la  derivata  prima  esista  nel  punto  x. 

139.  Nel  Calcolo  infinitesimale  si  considera  appunto  lo 
incremento  della  variabile  indipendente  come  infinitesimo, 
cioè  come  arbitrariamente  piccolo;  in  tal  caso  lo  si  denota 
con  dx ,  e  si  dà  ad  esso  il  nome  di  differenziale  »*).  Si 

dice  poi  differenziale  1%  2^  3^ di  una  funzione  f(x)  la 

parte  principale  (art.  49)  della  sua  differenza  1*,  2*,  3% , 

e  tali  differenziali  si  denotano  con  df(x),  d^f(x),  d^f(x)y , 

sicché  si  ha  (art.  138)  : 

df(a^)=f(x)dx,  d^f(x)=f(x,dx\  d^fCx)=fXx)dx\  

Mercè  T  introduzione   del   concetto   di   differenziale ,   le 

.  •  •  •  K  r  K  ^f(^)  ^^f(^)  à^f(^)  .  , 
notazioni  simboliche  -j^rr»  j  «  >  ^  /, sopra  adot- 
tate Fper  la  derivata  1%  2%  3»,  di  f(xj  vengono  ad  ac- 
quistare il  significato  —  od  almeno  l'aspetto  —  di  quo- 
zienti effettivi ,  pur  non  cessando  di  rappresentare,  in 
realtà,  limiti  di  quozienti  di  infinitesimi  del  .medesimo 
ordine.  Le  relazioni: 

dr  f(x)=ffr)(x)dxr  .  fir)(xyJ^^ 

giustificano  i  nomi  di  coefficienti  differenziali  e  di  qu^o- 
zienti  differenziali  dati  da  alcuni  autori  alle  derivate. 

Risulta  da  ciò  che  si  è  detto,  che  il  differenziale  r-esimo 
d' una  funzione  è  eguale  alla  sua  differenza  r-esima ,  a 
meno  d*un  infinitesimo  d'ordine  superiore  ad  r. 

In  particolare  il  differenziale  primo  (detto  anche  sem- 
plicemente differenziale)  d'una  funzione  è  eguale  alla  va- 

(*)  Questo  vocabolo^  linguisticamente  insigoiflcante ,  ha  la  sua  origine  daita 
parola  différentielle  usata  da  Leibniz  come  diminutivo  di  différence. 
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riazione  di  essa  corrispondente  all'incremento  cto  della 
variabile  indipendente,  a  meno  d'un  infinitesimo  d'ordine 
superiore  al  primo  ^  e  quindi  pel  principio  della  sostitu- 
zione degr  infinitesimi,  può  in  ogni  caso  essere  sostituito 
a  tale  variazione. 

Per  differenziarle  una  funzione,  cioè  per  determinarne 
il  differenziale,  si  trova  la  sua  derivata  e  si  moltiplica 
questa  pel  difl^erenziale  della  variabile  indipendente. 

140.  Le  seguenti  osservazioni  sono  afl'atto  evidenti  : 

I  diflferenziali  d'ordine  superiore  al  primo  della  varia- 
bile indipendente  sono  identicamente  nulli. 

II  diflerenziale  d'ordine  p+q  d' una  funzione  è  il  dif- 
ferenziale d' ordine  q  del  suo  diflerenziale  d' ordine  p. 

I  teoremi  dimostrati  riguardo  alle  derivate  si  applicano 
immediatamente  ai  differenziali. 

141.  Sia: 

quindi  : 

z=9(f(cc))=F(x). 
Si  ha: 

d9(yh=9Wdy,  dy=f'(x)dx, 
quindi  : 

d<^(y>=9'(y)r(x)dx. 
D' altra  parte  : 

dF(x)=F'(x)dcr^, 
e  (art.  100)  : 

F'(x)=^'(y)f(x), 
quindi  : 

df^(y)=^F(x). 

Cioè  :  il  differenziale  d*una  funzione  è  lo  stesso,  tanto 
se  si  considera  questa  come  funzione  iìnmediata  della 
variaòUe  indipendente,  come  se  si  considera  come  firn-- 
zione  di  funzione  di  essa. 
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142.  Dalle  formole  dell'art.  137  segue: 

ossia,  posto  x=3e^^^=a,  a?(»)=6: 

Se  Ao?  s= tende  a  zero  restando  costante  b-a/n  cre- 

n 

sce    indefinitamente  ,    e    —^^ — —  tende  verso  la  derivata 

di  f(xX  nello  stesso  tempo  la  somma  tende  a  divenire  un 
integrale  definito,  e  si  ha,  al  limite  : 


f(b)-f(a) 


=  jf(x)dx, 


ossia: 

f(b)-f(a)  =  jdf(x). 

a 

Si  vede  pertanto  che  il  dx  di'  cui  ci  siamo  serviti  nella 
notazione  degli  integrali  ha  lo  stesso  significato  del  dx 
che  figura  nelle  derivate. 

Cambiamento  della  variabile  indipendente. 
Integrazione  per  sostituzione. 

143.  Abbiansi  due  funzioni  co,  y  d'  una  variabile  indi- 
pendente t: 

Se  la  prima  di  queste  funzioni  è  invertibile  (art.  101), 
potrà  considerarsi  la  y  come  funzione  della  x.  Se  le  fun- 
zioni sono  rappresentate  da  operazioni  analitiche ,  per  a- 
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vere  l'espressione  di  y  mediante  x  converrà  ottenere  dalla 
oc=f(t)  la  t  in  funzione  della  x ,  il  che  per  Y  invertibilità 
della  funzione  f(t)  b,  possibile  in  modo  unico,  e  poscia  in- 
trodurre tale  espressione  di  t  nella  f^(t).  Però  non  sempre 
è  possibile,  e  spesso  ò  assai  difficile,  effettuare  tali  opera- 
zioni; interessa  quindi  avere  un  metodo  per  calcolare  le 
derivate  della  y  considerata  come  funzione  della  .r,  senza 
dover  ottenerne  previamente  Tesprossione  mediante  questa 
variabile.  Nella  determinazione  di  tali  derivate  consiste  il 
problema  a  cui  si  suol  dare  il  nome  di  cambiamento  della 
rariabile  indipendente. 

Poiché  U  ò  funzione  di  funzione  di  x,  si  lia  (art.  100)  : 

dy  _d^(U 

dee       dt  dx* 
ma  (art.  101): 


1  • 

dx 

1_ 
"  daf 
dt 

ludx 

dy  _ 

dx 

dy 

di 

'  dx 

dt 

Per 

avere 

la  derivata  seconda,  si 
,      ,     dx     du 

\f\   rklìfì  £i  ^-*i     noci  ri    1 

derivi 

questa  espressio- 

di  t,  Q  quindi  funzioni  di  funzione  di  x.  Si  avrà: 
dx  d*y       dy  d^x 


ossia  : 


d'y 

dx*  ~~ 

dt  dt*       dt   dt*  dt 

d'y 
dx*' 

dx 
dt 

d*y      dy  d*x 
dt*       dt  di* 
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Analogamente  si  troverebbe: 


dx  idx  d^y    dy  d^x\    .jl^xidx  d^y     dy  d^x\ 
JUXdiWdì  'd^l^~dt\dt  W^di  dFj 


(Py^ dt\dt  df 

^-di^ 


dx^  /dx^ 


e  così  via. 

144.  Un  caso  speciale  notevole  è  quello  in  cui  t  coin- 
cide con  y ,  in  cui  cioè ,  essendo  x  data  come  funzione 
di  ^,  e  supposta  tale  funzione  invertibile,  si  vuol  conside- 
rare y  come  funzione  di  ce.  Le  formole  precedenti  ci  dan- 
no le  relazioni  tra  le  derivate  di  y  rispetto  ad  a?  e  quelle 
di  X  rispetto  ad  //,  quando  in  esse  si  supponga  t=^  e 
quindi  : 

^_1    ^^  ÉLl^ 
dt      '  dt'      '  dt'      ' 

Si  ottengono  così  le  seguenti  relazioni,  di  cui  la  prima  ci 
è  già  nota  (art.  101)  : 


_  dx  d^x  /^j?\' 

dV  ^  ~dy  dy'  ^"^  \dyV 
dxì  idxx^  ' 

[dyì 

etc. 

145.  Col  problema  ora  trattato  si  collega  il  metodo 
detto  di  integrazione  per  sostituzione. 
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Dato  un  integrale: 


/ 


f(x)dx, 

può  introdursi  in  esso  una  nuova  variabile  t  legata  alla 
X  da  una  relazione  nota  : 

Si  ha  infatti  di  qui  : 

dx=:^'(t)dt, 
e  quindi: 


ff(x)dx=JfMtW(t)dL 


Avviene  talvolta  che ,  mentre  T  integrale  dato  non  si 
sa  agevolmente  calcolare ,  scegliendo  opportunamente  la 
funzione  ^(t)  l'integrale  trasformato  appartenga  agl'inte- 
grali elementari  o  sia  facilmente  riducibile  ad  essi.  In 
tal  caso,  se  F(t)  è  Y  espressione  di  questo  integrale,  sup- 
posta la  9  invertibile  e  detta  t^(x)  la  sua  funzione  in- 
versa, si  avrà  : 


/ 


fCx)dx=F(Mx))+C. 

Se  l'integrale  dato  è  definito  fra  due  limiti  a,  b,  il  suo 
trasformato  sarà  definito  fra  due  limiti  a,  ^  determinati 
dalle  relazioni: 

cioè  si  avrà: 


f(x)dx=J  f 


f(¥t)Mt)dt^fW^F(a)=F(^Cb))-^F(^(a)), 
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Esempio.  —  Sia  da  calcolarsi  l'integrale: 


Poniamo  : 


da  cui: 


I  ^/o?'  —  j!^  duo. 


x=a  sen  -^, 


-,  die  =  -^Icos  -jr-,  Ì=2i 


's/a^  — .  a?«  =  a  cos  -^,  che  =  —'jcos  -^,  i  =  2  arcsen  —, 

ò  d,  4f  tir 

e  quindi: 

fva^^^Wdx  =  ^^fcos^  jdt  =^/a  +  cos  t) dt 

4 


ossia  : 


V^'  —  x^  dee  =   ^arcsen  -*'-  +  '9-^'''  ^'^^'  —  a?«  4-  C\ 

Volendo  il  valore  dell'integralo  esteso  tra  i  limiti  0  e  a, 
si  osservi  che  per  ^•=0  e  per  ,r==a  si  ha  rispettivamente 
i{=0  e  ^=sw.  Quindi: 


J^/a^  -  0,2  dx=^~J   (l+cost)dt= 


0 


Integrali  definiti  impropri. 

146.  Nel  dare  la  definizione  d'integrale  d'una  l'unzione 
noi  abbiamo  supposto,  almeno  tacitamente,  che  rintervallo 
d'integrazione  abbia  lunghezza  finita,  e  che  i  limiti  supe- 
riore ed  inferiore  della  funzione  nell'intervallo  stesso  sieno 
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finiti.  Vediamo  ora  se,  e  come,  il  concetto  d'integrale 
possa  estendersi  al  caso  in  cui  l'una  o  Y  altra  di  queste 
condizioni  non  sia  verificata. 

147.  Sia  f(x)  una  funzione  definita  per  ogni  a?>a  (dove 
a  è  un  numero  determinato)  e  integrabile  in  qualunque 
intervallo  finito  a  destra  del  punto  a.  Posto: 


/ 


se,  al  tendere  di  a?  ad  oo ,  F(x)  tende  ad  un  limite  de- 
terminato, questo  limite  si  denota  con    I    f(x)  dco;   si  ha 

a 

cioè,  per  definizione: 

/f({ff)d7f  =s  Um  j  f(x)doc. 


Parimenti^  se  f(x)  è  definita  in  ogni  punto  x^ol,  e  in- 
tegrabile in  ogni  intervallo  a  sinistra  di  a,  si  ha  per  de- 
finizione : 


/f(x)dx=^  Um   I  f(x)dx, 


a 


quando  questo  limite  esiste.  Infine,  se  f(x)  è  definita  per 
ogni  punto,  e  integrabile  in  ogni  intervallo  finito,  si  ha 
per  definizione  : 


I  f(af)div  =  Um      j  f(x)dx, 


fl,^  =  00      »4 


quando  questo  limite  esiste.  Lo  studio  di  questi  tre  tipi 
d'integrali,  che  diremo  impropri,  si  riduce  facilmente  a 
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quello  d' uno  solo  di  essi.  Infatti  colla  sostituzione  x=—t 
si  ha: 

ff(x)du-=-ff(-t)dt=ff(-t)dt, 

X  i  —a 

e  quindi  : 

—00  tB  — a  —a 

inoltre  si  ha,  indicando  con  e  una  quantità  fìssa  qualunque; 

m  X  e 

I  1 

quindi  : 

/»  /•!  /^  /•X 

f(x)d(v=^  lini    f  fix)dxr=  lim    i  /fii?)da7+  lini    I  f^xjdb^ 
m  s— oo«/  X  s— 00»/  X  sssao*/ 

='Jf(x)dx-Jf(x)d(c=Jf(—i)dt  -ff(x)óU. 

—00  e  —e  e 

Noi  tratteremo  quindi  soltanto   degF  integrali   della 
forma  : 


j  M^. 


)dx. 

148.  Affinchè,  al  tendere  di  i^*  ad  oo,  /  f(x)dx:=9F(x)i^n' 

da  ad  un  limite  finito  e  determinato,  è  necessario  e  suf- 
ficiente fart.  10)  che,  presa  a  ad  arbitrio,  possa  trovarsi 
una  quantità  b  abbastanza  grande  perchè  per  due  valori 
e,  d  qualunque  maggiori  di  b  si  abbia: 


Digitizedby  VjOOQIC  * 


-  161  - 
ossia: 


1/ 


f(x)doG 


e 


<^ 


Chiamando  integrali  definiti  singolari  (*)  gì'  integrali 
della  forma    I  f(x)dx,  può  dirsi  che:  La  condizione  ne- 

e 

cessaria  e  sufficiente  perchè  esista  V  integrale   f    f{x)  dx 

a 

è  che  r  integrale  definito  singolare   j  fl[x)  dx,  dove  d>c, 

e 

tenda  a  zero  al  tendere  all'  infinito  di  e. 

Questo  criterio  generale  di  esistenza  è  per  lo  più  di 
difficile  applicazione,  e  però,  come  nella  teoria  delle  serie, 
conviene  anche  qui  ricorrere  a  criteri  speciali.  Noi  dare- 
mo due  teoremi,  i  quali  servono  nei  casi  più  comuni,  e 
costituiscono  il  principio  di  una  serie  indefinita  di  criteri, 
i  quali  non  possono  trovar  posto  in  un  trattato  elemen- 
tare. 

149.  Se  per  x=3o  la  funzione  da  integrarsi  è  infini- 
tesima d' ordine  1+v,  dooe  ^  è  una  quantità  positiva  co- 
munque piccola,  r integrale   j    t\x)  dx   ha   valore  deter- 

a  ' 

minato  e  finito. 

Detto  A  il  valor  principale  dell'infinitesimo  f[x),  cioè 
posto: 

lim  57^+^  f(x)=A, 

(D=xo 

e  presa  una  quantità  positiva  B^\A\y  potrà  trovarsi  un 
valore  positivo  g  tale  che  per  ogni  ocr;>g  sia: 

1^1-^v/jr^;  -  A|<i?-l^l, 

n  Tale  denominazione  fu  introdotta  da  Cauchy;  Dinl  (op.  cit  p.  SSS)  ne  ba 
modificato  alquanto  il  significato. 

TiTARTi,  Cakolù  hifinikthnalé  11 
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e  quindi  certamente: 

\^^  f(x)\<B. 

Presa  poi    ad  arbitrio  nna  quantità  positiva  a,  potrà 
determinarsi  nn  valore  h  maggiore  di  ^  e  tale  che  sia: 

va 
o,  dò  che  è  lo  stesso: 

Dopo  ciò  si  avrà,  per  valori  qualunque,  purché  maggiori 
di  &,  di  e  e  d,  e  supposto  c<d  (art.  91): 


\c 


.r,C^dx      Bl\      l\^B  ^  B  ^ 

relazione  che  dimostra  Y  asserto. 

Osserviamo  che  il  teorema  sarebbe  inesatto  se,  invece 
di  dire  che /fa7J  dev'essere  infinitesima  d'ordine  1+v, 
dove  v>0,  si  dicesse  che  essa  dev'essere  infinitesima  d'or-- 
dine  maggiore  di  1.  P.  es.  la  funzione: 

per  o^siaoo  è  infinitesima  d' ordine  maggiore  di  1  ma  non 
esprimibile  sotto  la  forma  l+v,  e  per  essa  il  teorema  non 
sussiste;  infatti  (supposto  a>l): 


r. 


wlgoo 
quindi: 


^Iglgoo—lglga, 
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,.    r  dx 

hm     I      --  —  =±:  00  . 

«r=oo  J    xlgoo 

a 

150.  Se,  per  tutti  i  valori  di  x  maggiori  d'  una  certa 
quantità  b,  f(x)  ha  sempre  il  medesimo  segno,  e  il  pro- 
dotto X  i][x)  si  mantiene,  in  valore  assoluto,  sempre  mag- 

giare  d'una  certa  quantità  positiva  B,  l'integrale  j    f(x)dx 

a 

al  crescere  indefinitamente  di  x  tende  ad  un  limite  in- 
finito. 

Supposto  p.  es.  f(x)  sempre  positiva  per  x^b,  ed  es- 
sendo per  x>b  : 

xr(x)>B,. 
si  ha  (art.  91): 

j^f(x)  dx  ^fxr(x)^  >Bf^=B(lgx^lga), 

a  a  a 

quindi: 

lim    I    f(x)  dx=i  00 . 


Un  caso  particolare  di  questo  teorema  è  il  seguente: 
Se,  per  tutti  i  valori  di  x  maggiori  d' una  certa  quan- 
tità b,  fl[x)  ha  sempre  il  medesima  segno,  e  per  x=oo  es- 
sa tende  ad  un  limite  diverso jia  zero,  oppure  è  infinite- 

/x 
fl[x)dx 

a 

tende  all'  infinito  insieme  ad  x. 

Infatti  in  questo  caso  il  prodotto  xf(x)  tende  ad  un 
limite,  che  è,  o  finito  e  diverso  da  zero,  o  infinito;  in  am- 
be le  ipotesi  può  trovarsi  una  quantità  positiva  B  tale, 
che  per  ogni  a?>6  quel  prodotto  sia,  in  valore  assoluto, 
maggioro  di  B. 
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151.  Abbiasi  ora  una  funzione  f((X!)  definita  in  un  in- 
tervallo db,  la  quale  divenga  infinita  in  un  punto  di  que- 
sto intervallo.  Tale  punto  può  essere  uno  dei  due  estre- 
mi, oppure  un  punto  interno  e;  e  conseguentemente  ab- 
biamo tre  nuovi  tipi  di  integrali  impropri,  i  quali  però, 
come  nel  caso  precedente,  possono  ridursi  ad  uno  solo. 

Supponiamo  la  funziono  finita  in  tutto  F  intervallo  abj 
eccettuato  il  punto  6,  ed  integrabile  in  ogni  intervallo 
a(b—t)j  dove  e  è  una  quantità  positiva  arbitrariamente 
piccola.  Se  V  integrale: 


r 


f(x)  dx, 

al  tendere  di  e  a  zero,  tende  ad  un  limite  finito  e   deter- 
minato, questo  limite  si  rappresenta  con  I  f(x)  dos;  si  ha 

a 

cioè  per  definizione: 

/b  >•&— • 

f(x)  dx=  lim  1      f(x)  dx. 

a  a 

Analogamente  se  f(a)=oo,  si  definisce: 

f(x)dx—  lim    j  f(x)dx, 
e  se  f(cJ^=of>,  essendo  a<c<b\ 

/b  po—%  /•b 

f(x)  da?c=  lim  j  f(x)  dx  -f-  lim   j   f(x)  dx, 

quando  i  limiti  scritti  esistono. 

La  riduzione  dei  tre  tipi  ad  uno  solo  si  fa  come  segue. 
Se  f(aj=oo,  si  ha: 

f((v)  dx  =s:  lini  J  f(x)dx  =  limi  f(-  x)dx=i    f('^x)dx, 

a  0-4-I  —6  —6 
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se f(c)=of>,  essendo  a<Cc<b,  si  ha: 

/l[x)dx=lim  j       f^x)dx+  lim  j  f(x)  dx=  j  f(x)dx 

a  a  C4-1I  a 

/b  /K  >•— e 

f(x)dx=\  f(x)dx+J     f(-x)dx. 

c  o  — 6 

Pertanto  noi  ci  limiteremo  a  studiare  il  solo  caso  in 
cui  la  funzione  da  integrarsi  diviene  infinita -neirestremo 
di  destra  dell'  intervallo  d' integrazione. 


a/'/fi 


152.  Affinchè,  al  tendere  di  e  a  0,  1  f(a)Jda>=F(b—t)ienda, 

a 

ad  un  limite  finito  e  determinato,  è  necessario  e  sufficiente 
(art.  10)  che,  presa  cr  ad  arbitrio,  possa  trovarsi  una  quan- 
tità t  abbastanza  piccola  perchè  per  due  valori  qualunque 
y,  y'  minori  di  e  sia  : 

o,  ciò  che  è  lo  stesso: 


f(x)dx\<i(j. 

Anche  qui  grintegrali  delle  forme  testé  scritte  si  chiamano 
integrali  definiti  singolari;  e  può  dirsi  quindi  che:  La  con- 
dizione necessaria  e  sufficiente  perchè  esista  V  integrale 

j  f][x)dx,  nelVipotesi  di  f(b)=oo,  è  che  l'integrale  definito 

a 

fl[x)dx,  dove  5^>  5*>  0,  tenda  a  zero  insieme 

a  d'. 

A  questo  criteHo  generale  di  esistenza  noi  faremo  se- 
guire due  teoremi,  che  danno  un  criterio  speciale,  il  quale 
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è  di  più  comoda  applicazione ,  ed  è  sufficiente  in  molti 
casi. 

153.  Se  per  x^=b  la  funzione  da  integrarsi  è  infinita 
d' ordine  1  -  pi,  dove  fi.  è  una  quantità  positiva  arbitraria- 


ff{x)dj 


niente  piccola,  l'integrale  j  fl[x)dx  ha  valore  determinato 

e  finito. 

Per  r  ipotesi  del  teorema  si  avrà,  indicando  con  A  u- 
na  certa  quantità  finita  e  diversa  da  zero  : 

lim  (b—x)'^-v-f(x)=A\ 

quindi,  presa  una  quantità  positiva^] -4 1,  potrà  trovarsi 
una  quantità  positiva  iq  tale  che  per  ogni  a?  compreso  fra 
6  -  Yj  e  6  sia  : 

Dopo  ciò,  essendo  cr  una  quantità  positiva  qualunque , 
potrà  determinarsi  un  valore  positivo  e  minore  di  iq  e  ta- 
le che  sia: 

^<% 

ossia  : 

<"• 

fi 

Ora  si  ha,  per  ^<^<e  (art.  91): 

mbS»  1        I     /»*-«"  , 


\fr(^)d^\=\frb-a,r->^f(x) 


relazione  che  dimostra  il  teorema. 

Non  sarebbe  esatto  sostituire  alla  locuzione  :  infinita 
d' ai^dine  1— jji,  dove  |ji>0,   l'altra:  infinita  d'ordine  va- 
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nore  di  1.  Si  consideri  p.  es.  l'integrale: 

dx 


/ 


a-x)lg(\-w]f 

e 

dove  0<c<l.  La  ^funzione  da  integrarsi  per  a?=l  è  in- 
finita d' ordine  minore  di  1  ma  non  esprimibile  sotto  la 
forma  1-ji;  e  si  ha  per  c<a7<l  : 


r-< 


quindi  : 


,.      r    _    dx 


154.  Se  per  tutti  i  punti  d'un  certo  intomo  a  sinistra 
di  b  la  funzione  f(x)  ha  sempre  il  medesimo  segno,  e  se 
in  b  essa  è  infinita  d' ordine  eguale  o  maggiore  di  1 ,  lo 

integrale  j  fl[x)dx  tende  aiV  infinito  al  tendere  di  x  a  b. 

a 

Supponiamo  p.  es.  la  f(^)  sempre  positiva  nel  tratto 
da  6— e  a  b.  Poiché  liìn  [(b^x)f(x)]  o  è  una  quantità  fini- 

ta  positiva  A  o  è  +oo,  presa  una  quantità  positiva  B,  che 
nel  primo  caso  dovrà  essere  minore  di  A  e  nel  secondo 
potrà  essere  qualunque ,  si  potrà  determinare  un  valore 
iQ<e  tale  che  per  6— Yi<ar<6  sia: 

(b^xJt(x)>B. 

Dopo  ciò  sarà  per  ogni  ^  positivo  e  minore  di  tj  : 

*-* 

ffCx)dx:=^f(b-x)f(x)^>  BJ^^B(lgxi--lg^), 
quindi  : 
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im  I  ffxìda 


lim  I  f{x)dx=^oo. 


155.  Molti  dei  teoremi  dimostrati  per  gl'integrali  ordi- 
nari sussistono  anche  per  gl'integrali  improprii;  per  al- 
cuni occorre  introdurre  qualche  modificazione.  Senza  en- 
trare in  maggiori  dettagli  su  questo  argomento  (*),  faremo 
vedere  soltanto  come  il  teorema  dell'art.  90  non  sussista 
in  generale  per  questi  integrali. 

Sieno  f(x),  (p('x)  due  funzioni  infinite  rispettivamente 
degli  ordini  1— ji,  1-v  nel  punto  b,  e  finite  in  ogni  altro 
punto  dell'intervallo  ab.  Le  due  funzioni  (art.  153)  saranno 
integrabili  in  questo  intervallo,  mentre,  se  pi-|-v<l,  non 
lo  sarà  il  loro  prodotto. 

Integrazione  delle  funzioni  razionali. 

156.  I  metodi  d'integrazione  per  parti,  per  serie  e 
per  sostituzione,  che  incontrammo  nel  corso  del  nostro 
studio  (art.  93,  98,  145),  meritano  appena  un  tal  nome, 
essendo  piuttosto  artifizii  di  calcolo  applicabili  in  casi  iso- 
lati. 

Ora  però  dobbiamo  svolgere  una  serie  di  metodi,  i 
quali  possono  applicarsi  con  una  certa  regolarità  a  clas- 
si esteso  di  funzioni,  e  pres3ntano  inoltre,  di  fronte  ai 
precedenti,  questo  vantaggio,  che,  data  una  funzione  da 
integrarsi,  è  facile  nel  più  dei  casi  giudicare  a  priori  se 
e  quale  di  essi  possa  condurre  all'  integrazione. 

157.  Incominceremo  dalle  tunzioni  razionali,  le  quali, 
come  vedremo,  possono  sempre  integrarsi. 

Anzitutto  una  funzione  razionale  intera,  ossia  un  po- 
linomio: 


S  ai  a:"»-», 


(*)  Sul  quale  v.  p.  es.  Dini,  op.  cit. 
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si  integra  immediatamente,  e  il  suo  integrale  è: 

*"         (Li 

Una  funzione  razionale  fratta  può  sempre  porsi  sotto  la 
forma  d'  un  quoziente  di  due  polinomi  non  aventi  alcun 
fattore  comune: 

Se  m,  n  sono  i  gradi  di  <^(x),  ^(x),  e  se  m>n,  me- 
diante la  divisione  algebrica  si  avrà: 

^(x)=:^(x)Q(x)+RCx), 

dove  Q(x)  è  un  polinomio  di  grado  ì»t—n  (una  costante 
se  ^>i=n),  ed  R(x)  è  un  polinomio  di  grado  minore  di  n\ 
e,  se  i  coefficienti  di  (^(x),  ^  x)  sono,  come  sempre  suppo- 
niamo, reali,  tali  saranno  pure  quelli  di  Q(or),  R(x).  Si 
avrà  dunque:. 


e  quindi  (art.  87): 
t\(x) 


sicché  r  integrazione  della  funzione  data  si  ridurrà  air  in- 
tegrazione d'un  altra  funzione  razionale  fratta  in  cui  il 
grado  del  numeratore  è  inferiore  a  quello  del  denomina- 
tore. 

Pertanto  noi   potremo  supporre  senz'  altro  che  nella 

frazione  razionale  data  v^sia  m<w. 

Per  ottenere  T  integrazione^  noi   scomporremo  la  fra- 

zione  —^  m  una  somma  di  frazioni  di  forma  speciale,  che 

si  dicono  frazioni  semplici. 
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158.  Se  a,  è  una  radice  reale  del  polinomio  f(x),  del- 
l' ordine  di  molHplicità  a,  si  può  trovare  un  numero  rea- 
le A  e  un  polinomio  (p^(x)  di  grado  <n— 1  e  a  coeffi- 
cienti reali,  in  modo  che  sia  identicamente: 


<Kx)     (X— a)»  ^  (x-a)«-'  «l-aCx)" 
.  iove: 

Si  ha  identicamente,  qualunque  sia  A: 

'^  ^^(x)     (x-a)^^  (oo^ay^a(x)  ' 
Ora,  se  si  prende: 

^a(ay 

il  polinomio  (a  coefficienti  reali)  (f>(iv)—A^a(os)  si  annulla 
per  x=a,  e  quindi  è  divisibile  per  a?— a;  cioè  si  ha: 

<p(x)—AifaCx)=(x^a)(p/x), 

dove  (pjCa?j  è  un  polinomio  a  coefficienti  reali  di  grado 
minore  di  n— 1. 

Il  numero  A  è  determinato  in  modo  unico,  ed  è  finito 
v3  diverso  da  zero,  giacché  né  (prx)  nò  ^a(x)  può  annul- 
larsi per  x=a. 

159.  La  frazione -tri-i— r-.  è  a  coefficienti  reali,  e 

?  '  grado  del  suo  numeratore  è  minore  di  quello  del  deno- 
minatore. Ridotta  questa  frazione ,  se  occorre ,  ai  minimi 
termini,  si  potrà  applicare  ad  essa  di  nuovo  il  teorema 
dell'  art.  precedente,  e  così  di  seguito.  In  tal  modo  si  giun- 
j'^erà  alla  seguente  scomposizione  : 
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dove  le  A^,  -4, ,  Aa  sono  costanti  reali  determinate  in 

modo  unico,  alcune  delle  quali,  fatta  eccezione  per  ^a, 
possono  eventualmente  essere  nulle  (*),  e  (pa(o^)  è  un  poli- 
nomio a  coefficienti  reali  di  grado  minore  di  n-a. 

Se  6  è  un'altra  radice  reale,  d'ordine  p,  di  f^(xj,  essa 
sarà  pure  radice  dello  stesso  ordine  di  ^aC^^X  e  applicando 

il  procedimento  esposto  alla  frazione  rf-^l  si  otterrà  : 

dove  (pabC^O  è  un  polinomio  a  coefficienti  reali  di  grado 
minore  di  n— a— p,  e  : 

Così  proseguendo,  e  designando  con  a,h,c,....,l  le  radici 
reali  di  <^((io)  e  con  a,p,Y,....A  i  loro  ordini,  si  avrà  : 

_i_     I  -^1   I      ^y      I     ^-^     I     +_^ 
^•"^x—b^  (x—c)r ^ (a-c)r-*^""^a—c 

dove  4rCa7;  è  un  polinomio  a  coefficienti  reali  di  grado  mi- 
nore di  «— fa+N-T+--+V.  e: 


^(x)  è  un  polinomio  di  grado  n-('a+p+Y+....+Xj,  a  coef- 
ficienti reali,  le  cui  radici  sono  tutte  e  sole  le  radici  ima- 
ginarie  del  polinomio  ^(c^y). 


n  CIÒ  avverrebbe  p.  ea.  per  i1^_|,  se  9  fn')  risultasse  divisibile  per  w^a» 
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160.  E  chiaro  che  alla  frazione  -^j—^  si  potrebbe  ulte- 

riormente  applicare  il  processo  di  decomposizione  testé 
sviluppato,  il  quale  non  dipende  essenzialmente  dall'ipo- 
tesi che  a,6,...  sieno  reali;  però  le  costanti  che  figurerebbero 
come  numeratori  risulterebbero  in  generale  complesse. 
E  poiché  la  definizione  data  d' integrale  ci  obbliga  a  li- 
mitare il  nostro  studio  alle  funzioni  a  costanti  reali,  con- 
viene cercare  una  decomposizione  della  frazione  razionale 

_    "^  in  frazioni  semplici,  in  cui  non  entri  alcun  elemento 

imaginario. 

Si  raggiunge  tale  scopo  mediante  il  teorema  seguente: 
Se  il  polinomio  denominatore  ^(x)  contiene  pi  volte  il 
trinomio  di  secondo  grado  x'-j-rx-hs,  supposto  a  coeffi- 
cienti reali  e  a  radici  iynaginarie,  si  possoìio  trovare 
due  numeri  reali  P,  Q,  ed  un  polinomio  9,(x)  di  grado 
<n— 2  a  coefficienti  reali,  in  modo  che  sia  identica- 
mente: 

'^  ^^^x)'  (x^+rx+s}'^ (x^+i^x+sj\^-^^fn(xy     ^^ 
dove: 


^m(x}=z 


(x^+rx+s}" 
Si  ha  identicamente,  qualunque  sieno  P  e  Q: 

'^  ^    ^xj    (x'+rx-is}'  '^  (x'+rx+sji' ^mCo!)  *  ^^ 

Poiché  (p(x)  è  al  più  di  grado  w— 1,  e  ^mCx)  al  più  di 
grado  n  -2,  porremo: 

(p(x)=:ao  x^-^'\-a^x''-^+..+an^i  , 

dove  le  a,  e  sono  costanti  reali  di  cui  alcune  possono  es- 
sere nulle;  sarà  allora: 
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Facciamo: 
ne  segue: 

a7*«=3Xja?6— r^a?' — s^a)=iX^a^  -r/6  —  ra?— 5)— 5,a?=^Xja? — r J6 
-\•Crr^    sJ<T+r^s=XJÒ^7\x-'S^, 
e  in  generale: 

dove  le  r,  a*  sono  costanti  reali,  e  X,-  è  un  polinomio   di 
grado  i  a  coefficienti  reali. 

Sostituendo   nell'  espressione  di  (pfccJ—CPx+QJ^mfoif),  si 
trova: 

f^x)  -(Px-rQ}\fmCr)=^(ao  — Pco^Xn-a-Ka,— Pc.-Qco^Xn-i 

+ -Kc^n-*— PCn-4— OCn-RJX, +(a  n-3  -  PCn-8—  (2c„-4;  J  6 

-K^^o  rn-4+c,rn-5+ +Cn-5r,4-rn-4r— C«-3JQ 

+r-'  ^0  rn_3— a^rn-i— — an-ir^— an-sr+an-a^T)? 

+  rrC0Sn-3+C|Sn-4+—+^'n--45j+Cn-85JP+ 

CCO  Sn-4+C,Sn-v'5+ +Cn-55,+C»»-45— Cn-2jQ 

+^— ao  5n-8— ai.<?n-.4— ....— an-45|— On-SS+On-l) J » 
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0  più  brevemente: 

dove  w  è  un  polinomio  di  grado  <w— 3,  e  P4,arj,Tj,p,,o',,T, 
sono  quantità  reali  conosciute.  Determinate  le  costanti 
P,  Q  in  modo  clie  sia: 


s  (») 


e  introdotti  i  loro  valori  nel  polinomio  w,  questo  di- 
verrà un  polinomio  a  coefficienti  reali  e  di  grado  <n— 3, 
che  indicheremo  con  9/3?^,  e  si  avrà: 

in  virtù  della  quale  la  (2)  prenderà  la  forma  (1). 

Importa  pertanto  mostrare  che  le  (3ì  danno  in  ogni 
caso  uno  ed  un  solo  sistema  di  valori  (evidentemente  reali) 
di  P  e  Q. 

Anzitutto  è  facile  dimostrare  che  non  vi  possono  essere  due 
sistemi  di  valori  di  P  e  Q  che  rendsiuo  (pCx)^(Px+Qj^m(x) 
divisibile  per  0.  Infatti  ,  se  ^Cx)-—CFx+Q}pm(x)  e 
(^x)-'(Px+Q)^m(x)  fossero  divisibili  per  6,  lo  sarebbe 
anche  la  loro  differenza,  cioè: 

[(P^^Pjx+(Q^Q)]^„,(a>), 

il  che  è  impossibile,  perchè  6  non  ha  radici  comuni  con 
^mfx),  e  l'altro  fattore  è  un  polinomio  di  primo  grado  a 
coefficienti  reali  mentre  le  radici  di  0  sono  imaginarie. 

Ora  supponiamo  che,  per  certe  determinate  funzioni 
9,  4'm,  6,  il  sistema  (3)  non  dia  alcuna  soluzione;  per  que- 
sto dev'  essere,  come  è  noto: 

Pi^i— Pia^i=0>  Pi^i— Pt^iT^O,  <y|T,— <7,T,T^0.  (4) 

In  questa  ipotesi  consideriamo  la  frazione  razionale: 
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dove  la  i|;=4/mft*è  ancora  quella  di  prima.  Nel  sistema/^) 
corrispondente  a  questa  funzione  le  p„p„<7i,<y,  restano  U\ 
stesse,  giacché  esse  non  dipendono  dai  coefficienti  della 
funzione  numeratore;  invece,  poichò  nel  caso  attuale  si  ha: 

risulta: 

Per  conseguenza  le  (3).  tenuto  conto  della  prima  delln 
(4),  si  riducono  ad  una  sola;  e  quindi  si  hanno  infinite^ 
coppie  di  valori  P,  Q  che  soddisfanno  alle  condizioni  del 
teorema,  ciò  che  fa  dimostrato  impossibile.  Resta  così  sta  - 
bilito  ch(^  il  determinante  del  sistema  (3)  h  necessaria  • 
mente  diverso  da  zero,  e  quindi  che  i  numeri  reali  Pe  (, 
sono  determinati  in  modo  unico  (*j. 

161.  Applicando  un  numero  opportuno  di  volte  il  teo  • 
rema  dell'  art.  precedente,  si  ottiene: 
9(0^)^  P^3S+Q^_     P^  ^:v+Q^^^  P,x+Q, 

P,x+Q,       r^m(x) 

(*>  Non  volendo  Inaporsi  I*  uso  di  sole  quantità  reali,  la  dimostrazione   rlosce 
alquanto  più  semplice. 

Indicando  con  p+19  le    due  radici  del    trinomio  0,    afflnchò  il  polinomio 

^(cD)^(Px-^Q)i/^(x)  sia  divisibile   per  0,  esso  dovrà  annullarsi  per  a7=sp-+-iV,; 
quindi,  posto  per  brevità: 


dovrà  etaerei 
Segue  di  qui: 


1 

Poiché  g^JBj  è  una  funzione  razionale  a  coefficienti  reali,  g^p+igj  e  gfp-ij 
sono  coniugati,  quindi  I  secondi  membri  delle  equazioni  scritte  sono  reali.  Ini  i- 
9aadoIi  con  R,  S,  sì  avrai 

die  fODO  valori  detarmlnail  e  finiti,  essendo  99^0. 
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dove  9m(a?j  è  un  polinomio  a  coefficienti   reali  di  grado 
<w— èji,  e  le  P,  Q  sono  costanti  reali. 
Riassumendo,  se: 

dove  le  a,  r,  s  sono  quantità  reali  e  dove  i  trinomi  han- 
no le  loro  radici  imaginarie,  si  ha  la  scomposizione: 

^/^i         Aa  A)t-.\  A 

Af              AÌL^                   A^> 
H * 1 « L  _J ì 

+ 

JL  _  * [a L  _i L« +        4.  _  1 * 

Pfx-\^  Ql  Pf-ya:+  Qf^  l^^'x+  (f 

+ 

che  è  unica  e  determinata. 

II  numero  delle  costanti,  tutte  reali,  che  entrano  noi 
numeratori  di  questo  sviluppo,  è  evidentemente  eguale 
al  grado  n  del  polinomio  ^(x). 

Praticamente  queste  costanti  possono  determinarsi  co- 
me segue. 

Si  riducano  le  frazioni  del  secondo  membro  al  minimo 
comun  denominatore,  che  è  ^(x)\  la  somma  dei  numera- 
tori dovrà  essere  identicamente  eguale  a  (^(x).  Ora  tale 
somma  è  un  polinomio  di  grado  n— 1,  i  cui  coefficienti 
sono  funzioni  lineari  omogenee  delle  A,  P,  Q,  Eguaglian- 
do questi  coefficienti  ai  corrispondenti  di  (p(a?),  li  cui  grado 
6  pure  eguale ,  al  più .  ad  n— 1 ,  si  ottengono  n  equa- 
zioni lineari  rispetto  alle  A,  P,  Q  che,  come  sappiamo  a 
priori,  ci  daranno  un  unico  sistema  di  valori  per  queste 
quantità. 
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162.  C!osì  r  integrazione  di   ogni   funzione   razionale 
resta  ridotta  all'  integrazione  di  funzioni  dei  seguenti  tipi: 

a)  Polinomi; 

b)  Frazioni  della  forma  -.  __  ^  ,  dove   A   ed  a   sono 

costanti  reali,  ed  /i  è  un  numero  intero  e  positivo; 

Px+Q 
e)  Frazioni  della  forma  jTIL — IH*  '   ^^^^   ^'  ^'  ^'  ^ 

sono  costanti  reali,  ft  è  un  numero  intero  e  positivo,  e  il 
trinomio  che  figura  al  denominatore  ha  le  sue  radici  ima- 
ginarìe. 

Dei  polinomi  si  è  già  parlato. 

Per  le  frazioni  del  tipo  b)  si  ha: 


j 


'     ^     dx=-j^,  r^/r-4  +  ^  per  '»>1-. 


7 


^    da^A  Igfco—aJ+C. 


x—a 


Resta  soltanto  il  tipo  e). 

Poiché  il  trinomio  x^-^rx+s  ha  le  sue  radici  imagma- 
rie,  sarà: 

r«— 45<0, 

ossia  s>  j,  sicché,  posto  ^=—p,  si  potrà  fare  s^p*+g* 
essendo  q  reale  (*),  e  quindi: 

Facciamo  ancora  per  brevità: 

C)  Le  f»,  q  sono  la  parte  reale  e  11  coofflciente  di  jh  ideile  radici  del  trinomio. 
TiTAJiTt,  CàMa  huMiUnlmaU  ^> 
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Si  ha  identicamente: 


/r«^^»  '^Vr.  w  +'"+""■ /mw 


Ora: 


/•    ydy     ^1    /'dz     \      2f%-l)l 
J  (y^+q^y      2j  zk-i     j-lgz+C 


per  A  =1, 


quindi  T  integrazione  dell'  espressione  proposta  si  ridurrà 
al  calcolo  dell'  integrale: 


J 


dy 


(y'+qV'  ' 


Il  valore  di  questo,  per  ft=l,  è  —arctg—;  per  k>l 

troveremo  una  forraola  di  riduzione  con  cui   l' integrale 
per  un  dato  valore  di  k  si  esprime  mediante   V  integrale 
corrispondente  a  ft— 1. 
Si  ha: 

fdy     ir   f  dy        fy'dyl 
J  z'-q\J  z'-'     J    z^   \ 

inoltre,  coli' integrazione  per  parti: 

/ydi/_  l'ydy_\     r    dz 

y  ^       f  dy 

^'''^2(A-.l>*-^"^2Cft-i;y  zf^' 
quindi: 

fdy_ir     y  2h^3^    f  dy  1 

che  è  la  formola  cercata. 
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Pertanto  l'integrale  d'una  funzione  razionale  si  com- 
pone di  funzioni  razionali,  logaritmiche  e  ciclometriche. 
163.  Esempio.  —  Sia: 

'' '*^<|;('ar;'~  a;'+5ar'+5a?H  25a:'4-l  15x»-f63«'+135a;'+675ar' 

.   Si  trova: 

4-(x>=irrù +3;'(x«-2ar-f5)«, 
quindi: 


.'i-  ^(ar+3)»  '   {x+'ò)*  '  a;+3  '   (a;'-2a;+5/^ar»-2x+5 

Riducendo  al  minimo  comun  denominatore,  ed  egua- 
gliando i  coefficienti  corrispondenti  dei  numeratori,  si  ot- 
tiene: 

21=5A— J?,-i?,+5,-|-14P,+7Q,-|-P, 

-21=25A4-28fi,-|-25,-4/^,+-|-18/>,  -  13Q,+9/>,4-Q, 

-66=115^1 +315,+225,+145,+81/>.+720i+27/>,4-9Q, 

169=s63A-305,  -:S9.  -  20S,+ 135P,-f-81 0,+27P,4-270, 

-491=135A-|-225B.4-755,-|-255,4H-135Q,-f27(;?. 

—675=6754, 
e  risolvendo: 

A=_l,fi,=_l,5.=M),fi,=-2,P,=5,£?j==0,P,=-l.<?,=-3, 

sicché  si  ha  la  scomposizione: 

^.__2. ?—-     ^ '^'è 1       2a> 

""^^      a?      (a;-|-3)'      ~x+3     (x*-2x+òy'^  x*-2a,+b' 

Integrando  si  ha,  posto  ar*— 2a?+&=3: 

/dx      ,        /•  2dsc  1  r  <to      ,  .    .  ov 
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quindi  : 


/(»4-3-      x—2     1        .«-1 


infine: 


Si  ha  dunque,  con  qualche  riduzione  : 


P--2 


Integrazione  delle  funzioni  irrazionali. 
Cenni  sulle  funzioni  ellittiche. 

164.  Poiché  qualunque  funzione  razionale  si  sa  inte- 
grare, dato  un  integrale  I  f(x)dx  in  cui  f(x)  sia  una  fun- 
zione non  razionale  (irrazionale  algebrica,  oppure  trascen- 
dente), noi  cercheremo  una  sostituzione  (o==q{t)  che  lo  tra- 
sformi neir  integrale  d' una  funzione  razionale  di  t  La 
cosa  però  riesce  soltanto  per  certe  funzioni ,  mentre  per 
altre  essa  non  è  possibile. 
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Noi  passeremo  in  rivista,  in  questo  capitolo  e  nel  suo- 
cessivo,  le  classi  più  importanti  di  funzioni  irrazionali  e 
trascendenti  delle  quali  è  possibile  1*  integrazione. 

Con  F  indicheremo  sempre  una  funzione  razionale  dei 
suoi  argomenti. 

165.  Diremo  irrazionale  monomio  una  funzione  razio- 
nale di  potenze  ad  esponente  frazionario  della  variabile 
indipendente;  una  tale  funzione  può  sempre  mettersi  sotto 
la  forma: 


'[x,x\x' ), 


dove  jp,  q,  ,  sono  numeri  interi  e  positivi. 

Dato  r integrale: 


I^CfÌx,  a?^ar^ \dx. 


e  indicando  con  m  il  minimo  comune  multiplo  dei  numeri 
p,  q, ,  si  ponga  : 

da  cui  : 

J[^         m  1  m 

07  '  =  <  '^ ,  a?  '  =  f  ' , 4xt=mt'^-^  dt, 


dove  i  numeri  —,  — ,...  sono  interi.  Allora 

P    Q  \ 


f{x,x'  ,x^ ,...] 
diverrà  una  funzione  razionale  f\{t)  di  t,  e  si  avrà  : 

Esempio.  —  Sia: 

•^  1— V'a? 

Digitized  by  VjOOQIC 


-  182- 

8  — 

Posto  ir  =  /« ,  sarà  v/a;  =  t*,  \/x  =  ^»,  dx^=òt^dt,  e  quindi: 

j  i-^«- 

166.  Abbiìisi  l'integrale: 


n 


dove  n  è  un  numero  intero  e  positivo,  e.a,p^Y^*  sono  co- 
stanti qualunque. 
Posto  : 


ne  segue: 


— fn 


e  quindi: 

dove  l'espressione  sotto  il  segno  è  una  funzione  razio- 
nale di  t 

Esempio  —  Sia: 


Posto  : 


si  avrà: 


quindi  : 


'-f\^&- 
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167.  Per  procedere  gradatamente  dai  casi  più  semplici 
ai  più  complessi,  dobbiamo  ora  considerare  una  funzione 
contenente  la  radice  quadrata  d'una  funzione  razionale  di 
grado  superiore  al  primo.  Ma  poiché  può  sempre  scriversi: 


/ 


basterà  studiare  il  caso  in  cui  sotto  il  segno  di  radice  si 
trova  una  funzione  razionale  intera.  Però ,  anche  ridotta 
l'irrazionalità  a  questa  forma  più  semplice,  l'integrazione 
non  riesce  in  generale  se  non  quando  il  radicando  è  un 
polinomio  di  secondo  grado.  Ed  è  appunto  lo  studio  di 
questo  caso  che  noi  ci  propohiamo  prima  d'ogni  cosa. 

Per  evitare  gli  imaginari,  dovremo  procedere  in  modo 
diverso  secondochè  il  coefficiente  di  a:*  nel  polinomio  ra- 
dicando è  positivo  0  negativo. 

168.  Abbiasi  l'integrale: 


^JF(x, 


\/aa)*+bx+c)dx, 
e  supponiamo  dapprima  a  positivo.  Facendo  : 


si  avrà: 


quindi  : 


x/ax^+boc-H—x^a^t, 

—t'+c 
x= — 


\/aa?'+6.r4-c= 


2V«~6 


(2Wa--by^ 


e  infine  : 
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Esempio.  —  Sia: 

/dx 

Bi  ottiene  : 

= — —Ig  [2Và(ax^  +bx+c)—2aX'-b^+C. 

169.  Supponiamo  ora  a  negativo.  Se  il  trinomio 
ax'^  +  bx  +  c  ha  le  sue  radici  imaginarie,  o  reali  e  coin- 
cidenti (nel  quale  ultimo  caso,  del  resto,  l'irrazionalità 
sarebbe  soltanto  apparente) ,  esso  non  sarà  positivo  per 
alcun  valore  di  x,  e  la  funzione  da  integrarsi  conterrà 
degli  imaginari,  ciò  che  dobbiamo  escludere.  Quindi  con- 
viene di  necessità  supporre  che  le  radici  del  trinomio 
sieno  reali  e  distinte.  Denotandole  con  a  e  p,  e  supposto 
a<p,  dovrà  inoltre  l'intervallo  d'integrazione  essere  con- 
tenuto nell'intervallo  «p,  che  è  il  luogo  dei  punti  in  cui  il 
trinomio  è  positivo.  Porremo: 


osservando  che  : 

ax^  +bx+c=a(x—a)(x—^), 

si  avrà  di  qui  elevando  al  quadrato  : 

a(x--a)(x—^)='-'fi(X'-aJ^  fi , 
da  cui: 


«'*+P     y — tri,    -1-  / — rP— «^^^  o^P— «>><j. 

^-j? ,  Vax^  +  bx  +  c  =  v-a^-;_^,d^-2^^(^^^ 

ifine: 


e  infine  : 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  185- 
Esempio.  —  Sia  ancora  : 


=/ 


dx 


\/ax^  +  bx  +  c  ' 


si  ottiene: 


2      r  dt  2 


-arctg — ^^+C= arctg     /  ?- J-C. 


V— «  \/— afoy-aj  V  —a 


V& 


170.  Passiamo  ora  a  considerare  l'integrale  d'una 
finzione  razionale  di  ^  e  della  radice  quadrata  di  un  po- 
linomio di  grado  qualunque  : 


I=.JF(x,^P)dx, 


dove  P  rappresenta  un  polinomio,  che  naturalmente  sup- 
porremo abbia  tutte  le  sue  radici  semplici.  Poiché  una 
funzione  razionale  è  il  quoziente  di  due  polinomi,  imagi- 
nando  questi  ordinati  secondo  le  potenze  crescenti  di 
^P,  avremo: 

vr^    ,j,.  ^A,+A,^P+Aj[,/P)^+A.(vPr+^... 
P[w,^ij  -  B,+B,VP+B/^/P/+B/^Pr+.... 

_  (A,+A,P+....J+VP(A,+A,P+....) 
-  (B,^B,P+...)+y/P(B\+B,P+ ./' 

dove  le  A,  B  sono  polinomi  in  x.  Della  stessa  natura  sa- 
ranno le  4  espressioni  tra  parentesi,  e  designandole  per 
brevità  con  H,  K,  L,  M,  si  nvrà: 

F(x,VPJ  -  Z^y^TP 
(HL-^KMPJ+yPCKL^ffM) 
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_  HL-KMP      (KL—HM)P     1    _        i? 
'~I>~-M*P'^   L»-x\PP   VP        '^VP' 

dove  S,  R  sono  funzioni  razionali  di  x.  Ne  segue: 


I=fF(x,s/P)dx=  fsdw+  f- 


/; 


Poiché  il  primo  integrale  del  secondo  membro  si  sa 
calcolare,  lo  studio  dell'  integrale  /  si  riduce  a  quello 
deir  integrale: 

*RcUc 

VP 

or  integrali  di  questa  forma  diconsi  ellittici,  per  una 
ragione  che  vedremo  più  innanzi  (art.  255) ,  se  il  polino- 
mio J^  è  dì  3»  0  di  4"  grado,  iperellittici  se  esso  è  di  gra- 
do superiore;  e  si  può  dimostrare  che  essi  non  sono  espri- 
mibili mediante  le  funzioni  elementari,  ma  rappresentano 
funzioni  di  natura  diversa  di  queste. 

Si  dimostra  pure  che  ogni  integrale  ellittico  può  porsi 
sotto  forma  d'  una  somma  d' integrali  dei  tre  tipi  se- 
guenti {forme  canoniche  di  Legendre): 

r ^^ fyi-k^  a^  . 


f 


dx 


ri+mfl72;^(l-a;J  )(\-^k^x^)  ' 


dove  m  è  una  costante  qualunque,  e  A  è  il  madido.  Que- 
sti integrali  diconsi  integrali  ellittici  di  !•,  2%  3*  specie. 
Facendo  x=:sen  9,  essi  divengono: 


/ 


O+m  sen^  ^)y/\—k^  sen^  9 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  187  - 
Se  si  pone: 

^  ~  J   V/J-  h*sen*<f  ' 

0 

si  può  considerare  9  come  funzione  di  u;  essa  si  dice  am-- 
plitudine  di  u.  Si  scrive: 

(f=amu, 
inoltre: 

cc=:sen  f=sen  am  u  =  sn  w, 


Wl  — a?*  =  cos  (p=  cos  am  u  =  cnu, 


Tra  queste   funzioni,   che   diconsi  funzioni  ellittiche, 
hanno  luogo  le  relazioni  seguenti: 

sn*  w+cn'  1^=1,  ft*  sn'  w+rfn*  t«=x=l,dn'  w— ft*  cn"^  t^=l— A*=sft^, 

dove  A'  è  il  modulo  complementare. 
Inoltre  si  ha: 

du 1 

rf9      dnu' 
e  quindi  (art.  101): 

damu 


, dnu. 

du 


Ora  (art.  100): 


dsnu  damudcnu  damu 

du  du         du  du 

ddnu k^snucnuddnu 

du  dnu         du    * 

quindi: 

dsnu  ,       dcnu  ,        ddnu       ,^ 

—3 — =cn u dn w,  — , —  =  - >?n u dnu,  - 7 — =— ft* snucnu. 
du  du  du 
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Uno  studio  più  profondo  delie  funzioni  ellittiche  usci- 
rebbe dal  quadro  di  un  trattato  elementare. 

171.  Un  ultimo  tipo  di  funzioni  irrazionali  che  voglia- 
mo considerare  è  quello  detto  dei  differenziali  binohU.  Si 
distinguono  con  tal  nome  le  espressioni: 

x'^Cdx^  +  b)P  dx, 

dove  a  e  b  sono  costanti  qualunque ,   ed  m,  n,  p  sono 
numeri  razionali. 

Abbiasi  dunque  Y  integrale: 


'=/ 


x^(ax^  +b)p  (te, 

dove  supporremo  p  frazionario,  perchè  in  caso  diverso 
avremmo  un  irrazionale  monomio  (art.  165).  Se  m  ed  n 
fossero  frazionari,  indicando  con  /  il  loro  minimo  comun 
denominatore,  e  ponendo  a?=^  ,  si  avrebbe: 


l=djt^^^-^(a  t^+b)  P  dt. 


dove  /m+/— 1  ed  In  sono  numeri  interi.  Possiamo  quindi 
supporre  sin  da  principio  che  w  ed  n  sieno  interi;  d*  al- 
tronde ciò  che  stiamo  per  esporre  è  indipendente  da  tale 

ipotesi.  Facciamo  p= —,  e  tentiamo   di   ottenere   Tinte- 

grazione  mediante  la  sostituzione: 

Si  ha  di  qui: 


1 


(f-b)^       .         s  < 

^*^ — r '  ^"^—rCf  -  b)  »  "Vi  dt, 

a»  «a* 
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e  quindi: 


s  ^  ^ 


^f(^-^^ 


na 


La  funzione  sotto  il   segno  sarà  razionale,   se è 

n 

intero. 

Può  ancora  scriversi: 

colla  sostituzione: 

esso  si  trasformerà  neir  integrale  d'  una  funzione  razio- 

m+l+n—  , 

naie,  se ,  Qsgja.  . +— »  è  intero. 

n  n         s 

Abbiamo  trovato  così  tre  casi  d' integrabilità,  cioè: 
p  mtero; intero; hp  mtero. 

Kapteyn  (*)  ha  dimostrato  che,  air  infuori  di  questi 
casi,  non  ne  esistono  altri. 

172.  Dobbiamo  ora  stabilire  alcune  formale  di  ridu- 
zione, che  legano  fra  loro  integrali  di  differenziali  binomi 
in  cui  m  e  p  sono  diversi. 

Pongasi: 


(*)  Note  9ur  les  différentielles  bin&mei,  Bull,  des  8C.  roath.  S.  H  T.  XII  (1888)  P. 
i.  P8K.  44-56. 
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Si  ha: 


tfnV-J 


^nt,p=  J  XmyV-^(aX^  +bJdXr=aIm^n.p-ib+Im,  p-1  ;         (1) 

inoltre,  integrando  per  parti: 

Se  fra  le  due  relazioni  trovate  eliminiamo  successiva- 
mente ciascuna  delle  /,  otteniamo  tre  equazioni,  ognuna 
delle  quali  contiene  due  integrali,  e  può  quindi  essere 
risolta  rispetto  all'  uno  o  air  altro  di  essi;  in  tutto  cioè 
sei  relazioni. 

La  prima  di  queste  è  la  stessa  (2).  Da  essa  si  ha: 

x'^-^-^yp      m+ì  j. 
'^        pna       pna     '^ 

ossia,  ponendo  m+n=)n',p— l«==p': 

"•  '^  ~      (p'+ljna        (p^\)m   "*  ""'*""*'^' 
e  infine,  togliendo  gli  apici: 

_  a?w^n-4-iyp4-i  m— n+1 

•"'''"■  "(p^j^  (p+\)na  ^«-«'P-^'  • 

Se  ora  fra  le  (1),  (2)  eliminiamo  7«n,p,  abbiamo: 

j        cc^-^^yp      (m-^pn+Da 

"^'^-^  ~  (mM)b         (m+\)T'  ^'"^«•P-^' 

ossia,  scrivendo  p  in  luogo  di  p— 1: 

T     _^'^^y^     On+pn+n+\)a 
^'^'^~  (m+l)b     .        (m+ljb        ^"^^""'^ 
segue  di  qui: 

,^+ii^+i  (m+ÌJb 


-lm,p, 


,m^n,p  —  f^^p^_^^ij^     (m+pn+n+l)a 
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ossia,  faxìendo  m+ri=wi'  e  poi  togliendo  i'  apice: 

'"•"      (m+pn+\)a     (m+pn+\)a   ''^'^' 


Finalmente  si  ha,  eliminando  7m+n,p-i  fra  le  (1),  (2): 

j     x^-^'^yp  pub 

'^  ~  w+pw+1  "*"  m+pHrH    "^'^^  ' 

segue  di  qui: 

j        x'^-^^yv       m+pn-^l  j 

^"'''-' ^^^6~+  ~  pnr~  ^'"•''' 

ossia,  scrivendo  p  in  luogo  di  p— 1: 

j a?«-+-^t/p**-*     m+pn+n+1 

^•"^^  ~      (p+Dnb'^  ~(^l)nb~  ^"^'^-^^^ 

Riassumiamo  in   un   quadro  le   formolo   di   riduzione 
trovate: 

^•"''*~  r^l)&  r^l>         ^'"^"''^ 

_  a7w>-n-t-iyp-^i        fm— n+i;& 
*"'"  ~ (m+pn+\)d^ (m+pn+\)a    '"""•'* 

'^  ~  m+pn+\  '^"i^H^+i"   "'-'^'"^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  192  - 

Integrazione  delle  funzioni  trascendenti. 
Formola  di  Wallis.  Integrali  euleritni. 


173.  Sia: 


-JF(^(x))^'(x)dx, 


dove  F  denota,  come  sempre,   una  funzione  razionale,  e 
9  è  una  funzione  qualunque.  Posto: 


si  ha: 


174.  Sia: 


1=  I  Fftjdt. 

1=  j  f(xy^x)dx, 

dove  f[x)  è  la  derivata  d'  una  funzione  algebrica,  e  9(x) 
è  una  funzione  trascendente  la  cui  derivata  è  algebrica. 
Posto: 

J  f(x)dxt=^(x), 
si  avrà  integrando  per  parti: 

l=g(^M^)—j  gfxjfp'(x)dx. 

La  funzione  sotto  il  segno  d*  integrale  è  algebrica;  se 
essa  cade  sotto  uno  dei  casi  contemplati  nel  capitolo  pre- 
cedente, r  integrazione  potrà  farsi. 

Esempio.  —  iarcsenxdx^=:xarcsenx—  f —  dx 

J  jA/r=^« 

arcsen  aH- V 1  — a?*+(7. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  Ite- 
rarci X  dx^^xarctg  x  —  ÌTJZ^i  ^^ 


=x  arctffx—lgx/1-hx^  +  C. 
i  Ig  (V  doD=x'  Igx —  I  - —  =x  Igx  —  x  +  C. 


175.  Sia: 


I^t  F(e^^J)i^'(x)dx, 


dove  ^  è  una  funzione  qualunque;  posto: 

si  ha: 

^rxìdx^'j, 
e  quindi: 


^(F(t)\dL 


Come  applicazione  si  ha,  h  èssendo  una  costante  qua- 
lunque e  posto  e^^=t: 

fF(e^^)dx=  ~  fF(t)  1  dt. 

176.  Consideriamo  gì'  integrali: 

Sn  =  fx»  sen  X  dxy   Cn  =  Cx"^  cos  x  dx. 
Si  ha,  integrando  per  parti: 

Sn  =  —  ^^  COS  OC+nCn^i,      Cn  =»"  SCTl  X  -U  Sn-i; 

quindi,  se  n  è  intero  e  positivo,  osservando  che: 
Sio  =  Csen  xdx=s  —  cosx,  Co  =  icos  a? da?=3  sen  a?, 

ViTAiiTi,  Cakoìo  In/inituimak,  U 
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si  possono  calcolare  gr  integrali  con  successive  riduzioni. 
177.  I  due  integrali: 

/,  =  fe^senbxdx,  /c=  [e^cosbxdx 


=  fe^senbxdx,  U  =  Ci 

si  calcolano  pure  mediante   l'integrazione   per  ^arti.  Si 
ha  infatti: 

Jf  =  —  e^  sen  bm U  ,  /e  =  —  e^^cos  bw  + —  /j , 

a  a  a  a 

donde: 

L  s=     ,  .  ,  ^  (a  sen  bx^b  cos  bx), 
a^  +  b^  ^  ^ 

le  =  >      ,^  (a cos hx+b sen bx). 

Se  a<y),e^  è  fart.  135>)  infinitesima  d'  ordine  superio- 
re a  qualunque  assegnabile  per  rr=3o,  mentre  sen  bx  e 
cosbx  restano  sempre  in  valore  assoluto  minori  di  1.  Ne 
segue  (art.  149)  che  gli  integrali  he  le,  estesi  da  0  ad 
00,  avranno  valor  finito  e  determinato.  Si  avrà: 

/e<^senbxdx^  Uni  \ ,_^^l^^(asenbx-^bcosbx)\  ,     b 

/"  r    Qoat  n         d 

e^^  cos  bx  dx=lim      ^      .  ^  (^a  cosbx+bsen  bx)  — ^  ,  ,g, 

ossia,  scrivendo  —a  in  luogo  di  a: 
J^-^senbxda^-~^Je-^cosbxdx=-~^ 

0  0 

178.  Abbiasi  l' integrale  : 

5n—  j  e^x^dar, 
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integrando  per  parti  si  avrà: 

a  a 


Se  in  particolare  n  è  intero  e  positivo,  applicando  n 
Ite  q 
trova  : 


volte  questa  formola,  ed  osservando  che  fTo  «  —e^ ,  si 

Clf 


a      \         a  a^  •     i  \     /         a"        / 

(-l)nn!^    /      o^    a^_  on^^x 

a«^^r^    V      1!^    2!       -^    ^^     n\    )' 

Per  a  negativo,  V  integrale  esteso  da  0  a  oo  è  deter- 
minato e  finito  (art.  149),  essendo  la  funzione  sotto  il  segno 
infinitesima  d' ordino  superiore  a  qualunque  assegnabile 
per  ,1^=00  (art.  135). 

Se  n  è  intero,  si  trova: 


/ 


n! 


0 

ossia: 

r^-i  ! 


J  w^ 

0 


^-eWT/jr;»-!  rf^r-i 


L' integrale  testé  scritto,  per  a=l,  dicesi  integrale  eu^ 
leriano  di  seconda  specie ,  e  si  denota  con  V(n)  ;  cioè  si 
ha  per  definizione  : 


V(n)=^  1  e-^  it"-^  dx. 


0 

Questo  integrale  ha  valore  finito  soltanto  per  valori 
positivi  di  n  (art.  154),  giacché  per  n<0  la  funzione  sotto 
il  segno,  che  è  sempre  positiva  in  tutto  l'intervallo  d'in- 
tegrazione, diviene  infinita  d'ordine  >1  per  ic=0. 
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Si  ha  dalle  formole  precedenti,: 
r(nJ=nT(n-'ì), 
e  di  qui  per  valori  interi  e  positivi  di  n  : 

rrnXn-i;!, 
inoltre  r(l>;=l. 

179.  Esiste  una  sostituzione,  mediante  la  quale  si  può 
calcolare  qualunque  integrale  della  forma  : 


/bs  j  F(sen  Xj  cos  x)  dx 

Essa  è  : 

tang  -^=t. 

Si  ha  infatti  : 
quindi  : 

Esempi  : 

X 


Però  in  certi  casi  speciali  v'hanno  sostituzioni  più  sem- 
plici che  conducono  allo  scopo. 
Noteremo  i  seguenti: 

/dt 
F(tangx)dx.  Posto  tgx=t,  si  ha  ^^»==-TTTt» 
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quindi: 

Per  esempio  : 

I  iang  xdx=  j  —-^dt=4g\^l+t'+C==^lg  cos  a?+C; 

=  Ig  sen  a?  +  C. 

— — — 7-7 .  Introduciamo  in  luogo  di  a,  b 

a  sen  a?  +  6  cos  x  ^         ' 

altre  due  costanti  p,  q  legate  ad  esse  dalle  seguenti  rela- 
zioni : 

a  ==p  sen  q    ,    b  =  j?  cos  q, 

da  cui: 

p  x=z  ^a*+b*    ,    q  ==  are  tg  -r. 

Avremo  : 

e)  1=  f p^^^-^-.Ricordancbche^^^?^=-i-. 

J  a  sen'x+b  cos^x  dx         cos*x' 

può  scriversi  : 

, f    d  tang  x 

~J  aiang* x  +  b' 

e  quindi  ponendo  tgx^^t: 


J  at* 


dt_ 
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d)  I<=     —n .  Poniamo  x=2u;  avremo: 

/=2'  ^^ 


^C 

J  a(cos*y+sen^\ 


a(cos*y'\-se'n}y)'\-b(cos*y-^sen^y) 


^f dy 

J  (a^b)serì^y 


^y+(a+b)cos^y' 
sicché  siamo  ridotti  alla  forma  e). 

e}  1=  I j— ' ; — .  Ponendo: 

J  asenx'\  bcoscc'\-c 

a=psenq    ,    b=2^cosg, 

si  ha: 

J  r+p  cosfoff^g)    J  c+p  cos(x—qf 
che  è  del  tipo  d). 

180.  Un  tipo  d'integrali,  che  merita  uno  studio  parti- 
colare, è  il  seguente: 


-/ 


Th,k='  f  sen^  X  cos^  x  dx. 

Esso  può  ridursi  air  integrale  d' un  differenziale  binomio, 
che  sarà  della  famiglia  studiata  nel  capitolo  precedente  se 
h  e  k  sono  razionali.  Posto  infatti  : 

si  ha  : 

COS  X=^\^l  — /*      ,     dx  =  — :-  Tzr- 

quindi  : 

t^(\-n^  dt,   .  (1) 
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E  poiché  le  formole  di  riduzione  dell'  art.  172  sono  in- 
dipendenti dair  ipotesi  che  gli  esponenti  i  quali  figurano 
negr  integrali  sìeno  razionali ,  potremo  dedurre  da  esse 
altrettante  formole  di  riduzione  per  l'integrale  Ti,*,  po- 
nendo : 

A— 1 
0=— 1,  6=1,  m=h,  n=2,  P=-k'  , 

e  in  luogo  di  x,y  scrivendo  senx,cos*x.  Otteniamo  così: 
^        sen^-^^x  cos^-^^x  ,  k — 1», 

^*.*= — ^1 — +^+1^**».*-* 

^*'*= k^l +À+T^*-«.*-« 

sen^^-^-^x  cos^-^^x  ,  /i-f-ft+2  ^ 
^'^"^ h^\ '^"h^^^"-^^^ 

-  sen^^^x  cos^-^^x  ,h—l^ 

^*'* h+k — ^h+h^'^-' 

^*'*= — -h+k — +a:;a^*-» 

Th,^ -^^ +___75,^,^ 

181.  Se  A  e  fe  sono  interi ,  Th,k  rientra  nel  tipo  dello 
art.  179,  e  quindi  si  può  sempre  calcolare  col  metodo  ivi 
esposto.  Più  semplice  è  applicare  ad  esso  il  metodo  d'in- 
tegrazione sviluppato  pei  differenziali  binomi  (art.  171). 
È  facile  verificare  che,  quando  h  e  k  sono  interi ,  V  inte- 
grale (1)  cade  sempre  sotto  l' uno  o  l' altro  dei  tre  casi 
d' integrabilità  trovati  all'art. ^171;  infatti,  per  h  qualunque 
e  k  dispari  si  ha  il  primo  caso ,  per  h  dispari  e  k  pari  il 
secondo,  per  h  e  k  pari  il  terzo. 

Servono  pure  utilmente,  nel  caso  di  h  e  h  interi ,  le 
formole  del  precedente  articolo.  Infatti  esse  riducono  il 
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calcolo  d' un  integrale  Th,k  qualunque  a  quello  d'  un 
altro  integr^e  in  cui  h  e  k  hanno  V  uno  o  l'altro  dei  tre 
v9.lori  0,  1,  —1,  e  questi  integrali  sono  calcolal)iii  c^retl^- 
mente,  copile  fisult^  dalla  seguente  tabella: 


x+C 
co$  «?  doG^=sen  0['+C 


Ti  ,0=    /  sen  x  dx=—cos  x+C 
T\^i=  I  sen  X  cos  xdxt=  i^sen*x+  C 

2\    -  =  /  —-da?  =  /  lana  x  dx  =  -Ig  cos  x+C 
J  cosx  J 

^'^       1   sen  X      "^  "^  e 

T.  ,=  f^^^^dx  =  I  cola  X  dx=dg  sen  x+C 
J    ^^^  '^         J 

^''  '      /  sen  X  COS  X    J    sen2x 


182.  y  integrale  T^/t  può  estendersi  airintervallo  com- 
preso fra  0  e  «l-  quando  A>— 1,  fe>-l,  giacché  (art.  153) 

fi^llora^  la  funzione  sotto  il  segno,  o  è  finita  in  tutto  T  in- 
t^rv^Uo,  0,  divepcado  infinita  nell'uno  o  neiraltro  estremo 
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o  in  ambidue,  lo  è  dì  ordine  esprimibile  sotto  la  forma 
1— |i,  dove  ji  è  positivo.  Noi  scriveremo: 


J 


ir 


0 

Se  nelle  formole  dell'art.  180  estendiamo  tutti  gFinte- 

grali  da  0  a  -g-,  supponendo  h^k  maggiori  di  1,  in  modo 

che  gr  integrali  che  vi  figurano  sieno  tutti  determinati  e 
finiti,  i  primi  termini  dei  secondi  membri  si  annulleranno 
tutti  in  ambi  gli  estremi  dell'intervallo  d'integrazione,  e 
si  avrà  semplicemente  : 

Queste  formole  riducono  il  calcolo  d'  un  integrale  de- 
finito L/,,Ar,  dove  h  Q  k  sono  numeri  interi  e  positivi  qua- 
lunque, al  calcolo  di  uno  dei  4  integrali: 

ir  1 

^,0=^,^^0,1=1,  Zri,a=l,Zi,i=  g-.  .  1) 

Se  r,  s  sono  i  quozienti  della  divisione  per  2  di  h,  k, 
si  trova  infatti: 
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(h-lXh-3)...(h-2r+l) 
•''''~(h-fkXh4-k-2)..:(h-\-k-2r^2)    ^■•'^ 

_(k-\)(k-V...(k-2s+\,_  _ 

—  (h^kXh.\-k—2)..:(h-\-k-2s+2)     *•*"*• 

f/i-i;^/i-3;...('/i-2r4i;.rA— l>A-3;...r'i    2s+i;_ 

—  ■  i-»*— Sr,*— J», 


r/t+ft//t+ft-2; (h-\-k—2r—2s-if2) 

dove  Z»A_»r,*-t.  (e  in  particolare  Lh-tr,k  se  s=^,  Lh,k-'u  se 
t'M))  è  uno  degli  integrali  (I). 

183.  Poniamo  nella  prima  di  queste  espressioni  fc=0,  e 
distinguiamo  i  casi  di  h  pari  e  di  h  dispari,  facendo  ri- 
spettivamente h=2p  e  h=2p-\-\,  e  tenendo  conto  delle  (1) 
dell'  art.  precedente.  Avremo  : 


r__ 

0 


'%.«^.d.^i-3-^^^-3^^2p-i;._  (2p/.   . 


sen*P^^a>d.^    2.4....r2^-2;2^     _2^(pl/ 


S.Ò....(2p-\X2p+l)     (2p+l)V 


Neir intervallo  da  0  a  —  si  ha: 

quindi  (art.  77): 

s<?n*P-^^  a?  rfo?  <  J      s^w^P  xdx^  I     seìi^P-^  x  dx, 
0  00 

ossia  : 

3.5...(2p~-i;f2p+r;—    2.4...r2p-2j2p     2  -^.5...r22}-3;(2p-l/ 
da  cui  : 
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2.2AA...(2p  -  2)(2p-2).2p.2p 
l.3.S.ò...(2p-3X2p  -lX2p~l)C2p-\-l) 

n  22AA...(2p  -  2)(2p—2j2p.2p         2p+ì 

—  2^l.33.ò...(2p-^)C2p—V(2p—lX2p-i-l)     2p   ' 
Segue  (li  qui  : 

n 2.2AA...(2p—2j(2p—2)2p.2p 

2  ~~  1.3.3.5...('2p— ;3;f2p— i;(2p-i;r2jH-i;  ' 
dove: 

2p  • 

Facendo  crescere  p  indefinitamente,  \  ha  per.  limite  1, 
quindi  si  ha: 

«  _  ..^^        2S,A^...(2p-2X2p-2)2p2p 
2  ~ ^l.3.3.ò...(2p-3X2p -Ì)(2p:-IM 2p+l/ 
che  è  la  fomiola  di  Wallis. 

184.   Facendo   serfix=t,    e    quindi    cos*(c  =  \  —  t, 

cl.r= —  .  SI  ha: 

2V  t(l—tj 

.1      A-1  *-1 


1  -«1  »— 1  A  — 1 


/»+l  A+1 

ossia,  posto  p  =  -p^,  5»  =  -p—  : 


Lk,k=\   ftP-'^(\-ifl-idt. 


L' integrale  definito  che  figura  nel  secondo  membro  si 
dice  integrale  euleriano  di  prima  specie,  e  si  designa  con 
B(p,g);  si  ha  cioè  : 

B(p,q)=   J  tP-Ul-t)i-^  dt, 
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e: 


Per  /t>— 1,  ft>— 1  si  ha  i>>0,  3'>0  e  reciprocamente; 
quindi  (cfr.  art.  182)  B(p,q)  ha  valore  finito  e  determinato 
sempre  e  soltanto  quando  p  o  q  sono  positivi. 

Ponendo  t=l  -  u,  si  ha  : 

B(jp,<7>=—    /  (ì  -  wyp-^w7-'dw=    /  u^ -^(ì—u)i^^du=li(q,p), 

1  0 

cioè:  ^p^q)  è  una  funzione  simmetrica  dei  suoi  argo^ 
menti. 

Inoltre  segue  dalle  lormole  delP  art.  182  : 

e  per  p  e  q  interi  : 

ossia  (art.  178)  : 

Dimostreremo  più  avanti  (art.  233),  che  qiiesta  formola 
sussiste  qualunque  sieno  2^  e  q. 
Infine  si  ha  pure  : 

B(ii)=,. 
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PARTE  TERZA 

.  DERIVATE  ED  INTEGRALI 
DELLE  FUNZIONI  DI  PIÙ  VARIABILI 


Derivate  e  differenziali,  delle  funzioni,  di  due  o  più  variabili. 

185.  Sia: 

z=f(^,y) 

una  funzione  di  due  variabili  definita  in  un  certo  campo 
C  e  continua  rispetto  alla  variabile  x  in  un  punto  (c,d)  di 
esso.  Se,  al  tendere  di  /i  a  zero,  il  rapporto: 

tende  ad  un  limite  determinato,  (jnesto  si  dice  valore  della 
dei  ivata  parziale  di  f(x,yj  rispetto  ad  x  nel  punto  (c,d). 
Se  questo  limite  esiste  per  tutti  i  punti  del  campo  C,  i 
suoi  valori  costituiscono  una  nuova  funzione  definita  in 
questo  campo,  che  dicesi  derinata  parziale  di  fl;x,y)  ri- 
spetto ad  X,  e  si  designa  coir  una  o  coir  altra  delle  no- 
tazioni : 

neir  ultima  delle  quali  si  suole  usare  la  0  rotonda  per 
rendere  discernibili ,  a  prima  vista ,  le  derivate  parziali 
dalle  derivate  ordinarie  fin  qui  considerate. 

In  modo  analogo,  supposta  la  f(x,y)  continua  rispetto 
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alla  y  nel  punto  (c4)y  si  definisce  la  derivata  parziale  di 
f|^x,y)  rispetto  ad  y  : 

Come  si  vede,  queste  derivate  parziali  non  sono  che  le 
derivate  ordinarie  calcolate  nell'ipotesi  che  l'una  o  Taltra 
delle  variabili  rimanga  costante. 

Diconsi  differenziali  parziali  rispetto  ad  a?  e  ad  y  le 
espressioni: 

La  somma  dei  differenziali  parziali  si  dice  differenzia- 
le totale,  e  si  denota  con  df(x,y).  Cioè: 

dmy)=^^d.+  '^-Mfdy. 

186.  Se  le  dericate  parziali  d'  una  funzione  fl[x,y)  e- 
sistono  in  un  certo  intorno  G  d'  un  punto  (x,y)  e  sono 
continua  in  questo  punto,  il  differenziale  totale  della  fun- 
zione fl[x,y)  differisce  dalV  incremento  della  funzione  stes-- 
sa  per  un  infinitesimo  d' ordine  superiore  (*). 

Conviene  spiegare  il  seiiso  di  questo  enunciato. 

Sia  x+Ax,y+Ay  un  punto  del  campo  C,  e  pongasi: 

f(x+àx,y+ày)^f(x,y)=àf(x,yX 

se  la  funzione  è  continua  nel  punto  (a;,y),  àf(x,y)  è  infi- 
nitesima con  Ax  e  ày,       

Ora  noi  prenderemo  VLv^+Ay^  come  infinitesimo  prin- 
cipale, e  dimostreremo  che,  sotto  le  condizioni  espresse 
nel  teorema,  àf(x,y)  è  un  infinitesimo  di  primo  ordine, 
che  differisce  dì  ir  altro  infinitesimo  di  primo  ordine: 

-Da?  'Dy 

(*)  Importa  avvertire  che  queste  condizioni  sono   sufflcienti  ma  non  neces- 
sarie, 
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per  un  infinitesimo  d'ordine  superiore. 
Può  scriversi: 

i^f(r,vM(x+£iX,iHriiy)-ffx,y-\-^y)+f(x,y+^y)-f(x,y). 

Ora  (art.  116): 

dove  0<a<l,  0<p<l;  inoltre,  poiché  le  derivato  per  ipo- 
tesi sono  continue,  sarà: 

dove  !«.,  V  sono  infinitesimi.  Ne  segue: 

relazione  che  dimostra  il    teorema,   essendo  ^ùkoc+^ùky  un 
infinitesimo  d'  ordine  superiore  al  primo. 

Quindi,  sotto  le  condizioni  del  teorema,  e  avuto  riguar- 
do al  principio  della  sostituzione  degl*  infinitesimi,  air  in- 
cremento della  funzione  si  può  sempre  sostituire  il  suo 
differenziale  totale. 

187.  Se  le  funzioni  ^[^i^,  M^i^  ammettono  le  de- 

rivate  parziali  rispetto  ad  x  e  rispetto  ad  y,  queste  sì  di- 


n  Questa  seconda  relazione  ò  vera  anche  se  la  derivata  f  rispetto  ad  y  non 
é  continua  In  (a^y)  (v.  art.  188,  Nota)  ,  quindi  ii  leorema  sussiste  ancbe  sotto  la 
condizione  della  continuità  di  una  sola  delle  derivate  parziali. 
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ranno  derivate  parzicUi  di  secondo  ordine  di  f(x,y).  Es- 
se sono  4,  e  si  denotano  nei  tre  modi  seguenti  : 

Daimf(x%u),Da!yf(cc,y)\Dyx  f(x,y),Dyy  f(x,y) 

O^fr^^y)  ^'H^.y),  0^/r^,y;  ^'f(co.y) 

Si  chiamano  diffeì^enziali  parziali  di  secondo  ordine 
le  espressioni: 

e  infine  dicesi  differenziale  totale  di  secondo  ordine  Y  e- 
spressione: 

li  differenziale  2°  è  il  differenziale  del  differenziale  1^ 
nell'ipotesi   che  dx  e  dy  sieno  costanti. 

Definizioni  analoghe  valgono  per  le  derivate  e  pei 
differenziali  d' ordine  qualunque. 

In  generale  si  hanno  dunque  2»»  derivate  parziali  d'or- 
dine m.  Però  un  teorema  che  dimostreremo  fra  poco  ci 
farà  vedere  che  nei  casi  più  comuni  il  numero  delle  de- 
rivate effettivamente  diverse  si  riduce  di  molto. 
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188.  Se  di  una  funzione  f(x,y)  esistono  le  derivate  par- 
di  -~-,  -^  in  un  ceyHo  intorno  C  di  un  punto  (x^,  y^) , 
e  se  esiste  nello  stesso  intorno  ed  è   continua   nel  punto 


ziali  -~-,  -^  in  un  cerato  intorno  C  di  un  punto  (x^,  y^) , 

le^ 

O^  f 
(^0'  yo)  ^    J^  ^  ^  aZ/ora  es/sfe  pure   in  questo  punto  la 


^  ^  -^  ^  t  valori  delle  due  derivate  Ì7i  esso  sono  eguali. 
Consideriamo  T  espressione: 

dove  /t  e  k  sono  tali  che  il  rettangolo  di  vertici  (o^o^yj, 
(x^+h,j/J ,  (x^,yo+f^J .  rJ"o+^^>I/o+ft>)  sia  tutto  compreso 
entro  C\  Posto: 

sarà: 

Ora,  poiché  f(x,yj  e  ([x^y^-^-k)  sono  derivabili  (rispetto 
ad  0?)  in  tutto  l'intervallo  da  x^  a  ìPo+/*»  lo  stesso 
(art.  88^  avrà  luogo  per  (^(x),  e  si  avrà  quindi  (art.  116): 

dove  0<a<l.  Ma: 


9Ya?;= 


c)a?  0^ 


e  poiché  ^^  ^^  ammette  la  derivata  rispetto  ad  a?   in 
tutto  il  tratto  da  y^  a  i/o4-/c: 

dove  0<p<l,  quindi: 

ViTAim,  Calco!»  Infinilttimal»  li 
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Ora  per  ipotesi      \/- è  continua  nel  punto  ^ir,.j/oJ,  quindi: 


Ze,nX=^^3^ 


^^^  -rìr=  -^  À      *  il) 


dove  h  e  h  possono  tendere  a  zero  in    modo   qualunque, 
indipendentemente  V  uno  dall'  altro. 
Si  ha  d'altra  parte: 


da  cui: 


V        1  rc)/r>go+ft>[/ J      t)/r^o.J/o)l 

(^^  x;r=  XL — ^s^T  ^^;~  J' 


/c=0 


e  quindi,  tenendo  conto  della  (1): 


A=0  Al' 


posto  per  un  istante: 

Ora,    quando   il    rapporto    incrementale ^r 

tende  ad  un  limite  determinato,  come  è  il  caso  presente, 
questo  limite  è  per  definizione  ^'(xj,  ossia  >/^^— .  Quin- 

di  possiamo   concludere   che   esiste   la  J^^  -  nel  punto 
(sr^yj,  e  che: 
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Mediante  T  applicazione  ripetuta  del  teorema  ora  di- 
mostrato si  ottiene  il  segu^Mite  più  generale: 

Se  Zina  funzione  f(x,y)  e  tutte  le  sue  derivate  parziali 
dei  primi  m— 1  ordini  smo  continue  in  un  intorno  C  di 
un  punto  (Xo.Yo),  e  se  esiste  nello  stesso  intorno  ed  è  con- 
tinua nel  punto  (x,oyo)  una  delle  derivate  m-^esime  ot- 
tenute derivando,  in  un  ordine  qualunque,  r  volte  rispetto 
ad  X  ed  m— r  volte  rispetto  ad  y,  esistono  nel  punto  lXo,yo) 
e  sono  ad  essa  eguali  in  quel  punto  tutte  le  derivate 
m- esime  che  differiscono  da  essa  solo  per  l'ordine  delle 
derivazioni. 

Il  valore  comune   di    (jueste  derivate  si   designa  con 

Con  ciò  il  numero  delle  derivate*  m— esime,  che  in  ge- 
nerale è  di  2'",  si  riduce  ad  m-\-\,  che  sono  le  seguenti  : 

e  il  differenziale  totale  d'ordine  m  assume  la  forma: 

Può  scriversi  simbolicamente  : 

intendendo  che,  dopo  aver  sviluppato  la  potenza  ra — esima 
^x)      \Sy)  del.l)a  sostituirsi  :^~d^- 
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189.  Giova  riportare  qui  un  esempio,  in  cui  non  e  le- 
cita r  inversione  deir  ordine  delle  derivazioni. 

Si  consideri  la  l'unzione  f(x,ijX  che  è  nulla  neirorigine, 
e  in  ogni  altro  punto  6  definita  dalla  espressione: 


f(^^y)^y^^^t 


Essa  è  evidentemente  continua  in  ogni  punto  diverso 
dall'origine;  ma  può  dimostrarsi  che  lo  6  anche  in^questo 
punto.  Presa  a  ad  arbitrio,  si  descriva  intorno  all'origine 
un  cerchio  di  raggio  r<2^/a;  posto  xr=^pcos%  ì/=psen%  sarà: 

f(x,i/)=p*se7ì^cos(p(cos*(p—sen^(p)=-^p*sen2(pcos2(p=  -  p^cos4(p, 

quindi  per  tutti  i  punti  interni  a  quel  cerchio: 

|/ra^,y;i<j-p'<^r«<(T. 

La  funzione  è  costantemente  nulla  sui  due  assi  coor- 
dinati. Si  ha  poi  : 

quindi  : 

inoltre,  ricordando  che  la  funzione  è  nulla  sui  duo  assi  : 

Derivando  di  nuovo,  si  lia  : 
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espressioni  che  valgono  anche  per  il  punto  (0,0)  (*),  sicché 
si  conclude: 

Pertanto  V  inversione  dell'ordine  delle  derivazioni  non 
è  lecita  pel  punto  (0,0).  È  facile  vedere  ohe,  delle  condi- 
zioni del  teorema,  (jucUa  relativa  alla  continuità  della  de- 
rivata seconda  non  e  soddisfatta. 

190.  Le  cose  dette  in  questo  capitolo  si  estendono  im- 
mediatamente alle  funzioni  d' un  numero  qualunque  di 
variabili. 

Una  funzione  di  n  varialùli  f(x^,x^,,„.,xn)  ammette  n 
derivate  parziali  del  primo  ordine  : 

ed  iv^  derivate  parziali  d  ordine  m.  Queste  ultime,  quando 
sussiste  il  teorema  sulla  invertibilità  deirordine  delle  de- 
rivazioni, si  riducono  ad  (^^^^^Y  )'  ^^^^  hanno  la  forma: 

dove  per  r„  r„  ....,  rn  si  devono  porre  tutti  i  sistemi  di 
numeri  positivi  o  nulli  che  soddisfanno  alla  relazione: 


(•)  lofatti  si  ha,  posto  por  brevità  ( .  ^^?iJ^  |        =9C«;  : 
<fryj=-y  ,  9(0)=o, 

quindi: 

y=0  y 

e  analogamente  per  1'  altra  derivata. 
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Il  dìfl'erenziale  totale  di  1*  ordine  della  funzione  f  è  : 

esso ,   se   le  derivate   esistono  neir  intorno  "  d'  un  punto 

(x^,cr^, ficn)  (efr.  art.  65)  e  sono  continue  in  questo  punto, 

differisce  dall' incremento  della  funzione  per  un  infinite- 
simo d'  ordine  superiore. 

Il  differenziale  totale  d'ordine  m,  neiripolcsi  della  in- 
vertibilità dell'ordine  delle  derivazioni,  può  scriversi  sim- 
bolicamente : 

rf»M  ^^  d-.+ ^^^  c^-.+ + 1;  rf-«  f^<iD^->, 

intendendo  che,  dopo  aver  sviluppato  la  potenza  wi— esima 

del  polinomio,  ad  ogni  prodotto^^^J  '(^^  ■•••(^„)'", 

dove  r44-^i+--+^n=^>'»  si  debba  sostituire  la  corrispon- 
spondente  derivata  »?— esima  ■         ^  ^    -  - 

Funzioni  composte. 

191.  Sia  z  funzione  di  n  varialùli  •/•,,•>, ^n ,  ciascuna 

delle  quali  sia  l'unzione  di  m  variabili  if„^,,...,^fn.  La  z  po- 
trà considerarsi  come  funzione  delle  t,  e  si  dirà  composta 
mediante  le  funzioni  x  delle  t.  , 

Se  alle  t  si  danno  certi  incrementi  dty  le  ce  varieranno 
di  quantità  ^x ,  le  quali  differiranno  dai  differenziali  da^ 
(sotto  le  solite  condizioni)  per  infinitissimi  d'ordine  supe- 
riore; nello  stesso  tempo  :;  varierà  d'una  certa  quantità  ^z. 

Poiché  8z  è  l'incremento  corrispondente,  da  una  parte, 
agh  incrementi  dt  delle  variabili  t,  dall'  altra,  agli  incre- 
menti 5^^'  delle  variabili  a?,  e  poiché  ^z  differisce  dal  dif- 
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lerenziale  di  z  per  un  infinitesimo  d'ordine  superiore,  si 
avrà^  a  meno  d'infinitesimi  d'ordine  superiore: 

la  prima  delle  quali  può  anche  scriversi: 

inoltre: 

da7,=  -;^-*  dl,+  ^Y~  ^^*+-+'^  ^^^"' 

Ne  segue: 

= ^'"•+0^  *■+■•■+ 51  "'"• 

Ora,  poiché  lo   dt^,    dt^y...,  dtm,   come  incrementi   delle 
variabili  indipendenti,  sono  arbitrari,  dovrà  essere  (*): 


(*)  AfflDchò  sussista  l'eguaglianza: 

a   X  4-a    X  -♦-.., -4-a„  X-=6   X  -4-6   X  -♦-...-4-6^  X_ 

per  qualunque  sistema   di   valori  dulie  X  ,X  «..,X^     deve  essere  a  =6  ,a  =6  ,...., 

a    s  6      Infatti  prendasi  X  =1,X  =X  =...=3X^  sO,  dovrà  essere  a  =  6  ;  prendasi 

poi  X  =s1 ,  X  =X  — ..ssX^  =0,  dovrà  essere  a  =ò  ;  e  così  di  seguito. 
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"Qz  _  c)g  QX^        Qj  "Qx^  Qc:    "Qxn 

0^  ~7)X^  0^4    "^  Oa?,  0^1  "*"■"*  "OXn      t)^    ' 

c)3  _  Qz   "Qx^         "Qz      "Qx  "Qz     QXn 


Questo  Ibrmole,  che  ci  danno  le  derivate  parziali  d'u- 
na funzione  composta,  sono  la  generalizzazione  della  for- 
mola  già  trovata  (art.  100)  per  la  derivata  d'una  funzione 
di  funzione. 

Da  esse  si  deducono,  con  successive  derivazioni,  le  e- 
spressioni  delle  derivate  d*  ordine  qualunque. 

192.  Un  caso  particolarmente  notevole  è  quello  in  cui 
m=n  e  le  x  sono  funzioni  lineari  delle  i: 


n 

xi  =  2  aihU  +  bi     (i=\,2,,.,,n). 

A=1 


Si  ha  allora; 


^-i'"^^  "='■' ">■ 


e  quindi: 


7)ti  7>tj       K 


S  ahi  akj  -^^—=  ( 2  ùki  ^^ \x){^aki^\ 

dove  il  segno  (X)  indica  un  prodotto  simbolico^  che  deve 
intendersi  il  senso  analogo  alla  ìwtenza  simbolica  dell'art. 
190.  La  precedente  relazione  può  anche  scriversi: 

^''     -^'-(X)>' 


Più  generalmente  si  ha,  essendo  aj-HX8+...+an  =  r  : 


t,\7)iMtn<~\dtJ    '^^Ko/J    *(><)""^><^Un) 
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Funzioni  omogenee 

193.  Come  applicazione  delle  formole  testé  trovate  da- 
remo alcune  teoremi  sulle  funzioni  omogenee. 

Neir  Algebra  si  dice  che  un  polinomio  a  più  variabili 
è  omogeneo,  se  la  somma  dogli  esponenti  delle  variabili 
è  la  stessa  in  tutti  i  termini.  La  detìnizione  che  noi  da- 
remo di  omogeneità  è  più  generale,  e  comprende  quella 
deir  Algebra. 

Una  funzione  /T^,,  x^,,„„07n)  di  n  variabili  si  dice  omo- 
genea di  grado  m,  se,  qualunque  sia  t,  si  ha  identicamente: 

f(txJx^..,JXn)=t'^f(X^,X^,.,.,Xn  ).  (1) 

Un  polinomio  omogeneo  di  grado  m  nel  senso  dell'Al- 
gebra, lo  è  pure  nel  senso  della  definizione  precedente, 
giacché  moltiplicando  ciascuna  variabile  per  t,  ogni  ter- 
mine del  polinomio,  e  quindi  il  polinomio  stesso,  risulta 
moltiplicato  per  t^,- 

Una  -funzione  omogenea  di  grado  m  di  n  variabili  è 
eguale  al  prodotto  della  potenza  vi— -esima  di  una  delle 
variabili  per  una  funzione  dei  rapporti  delle  altre  n— 1 
variabili  a  questa;  e  reciprocamente  ima  funzione  di  que- 
sta forma  è  omogenea  di  grado  m. 

Ponendo  nella  (1)  ^=  -,  scambiando  i  due  membri   e 

Xn 

moltiplicando  per  Xn^,  si  ha: 

\Xn  Xn      ]  \Xn  Xn  Xn    J 

Reciprocamente,  se: 
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si  ha: 

(tX      tX  tXn~-.\\ 

tx7'lXn''''~tx7   l=^'"/(''^i>^«--^">>' 

sicché  la  liinzione  ò  omogenea. 

194.  Le  derivate  parziali  di  prirao  ordine  d'  uyia  fun- 
zione omogenea  di  grado  in  sono  funzioni  o>nogenee  di 
grado  m— 1. 

Derivando  la  (1)  dell'  art.  prec.  rispetto  ad  Xi ,  e  ap- 
plicando la  regola  delle  funzioni  composte,  §i  ha: 

7)f(txJX^,.„tXn)  ^_^^'0f(3('i^t.->^n) 
7)(tXi)  "dXi 

ossia,   posto ~^^-*-- =4«  (^v^%^"y^n): 

i)Xi 

t\fi  (txJX^.,JXn  j=^^-*^p,-  (x^,X^,,.,Xn), 

relazione  che  dimostra  V  asserto. 

195.  Se  l\Xj,x„..,xn)  è  una  funzione  omogenea  di  gra- 
do m,  5i  ita: 

e  recip)  oca-mente  (ieorema  d'  Eidero), 

Derivando  la  (1)  dell' art.  19:i  rispetto  a  ty  si  ha: 

2  -^^-^4^^^ —    ^i  =  mt^-'^f(x^,x,,..,XnX 

e  ponendo  in  questa  ^=1,  si  ha  la  relazione  del  teorema. 
Reciprocamente,  supposta  quella  relazione  soddisfatta, 
si  ha  ponendo  in  essa  txi  in  luogo  di  Xi  : 

2      —  X^r  ~. -^'^»  —mf(txjx^„jxn)=^. 

Il  primo  membro,  diviso  per  ^'"-^S  è  la  derivata  rispetto 
a  t  della  frazione: 
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quindi  (art.  8())  questca  Trazione  avrà  valore  indipendente 
da  t.  Per  trovare  adunque  il  suo  valore,  basterà  dare  a 
t  un  valore  speciale^  p.  e.  porre  t=\\  si  trova  così: 

che  dimostra  che  f(oL\yX^,,,,,xn)  ò  una  funzione  omogenea. 


Determinante  funzionale.  Funzioni  implicite. 

190.  Avviene  talvolta  che  una  relazione  tra  due  o  più 
variabili  sia  stalnlita  dalle  condizione,  che  una  o  più  de- 
terminate iunzioni  di  esse  debbano  rimanere  costante- 
mente nulle  per  tutti  i  sistemi  di  valori  delle  variabili 
medesime.  Allora  si  potrà  imaginare  che  alcune  delle 
variabili,  in  numero  opportuno,  variino  in  modo  arbitra- 
rio, mentre  le  altre  dipenderanno  da  esse.  Ciò  non  basta 
però  per  poter  dare  a  queste  ultime  il  nome  di  funzioni 
tiolle  prime,  giacche  per  questo  sarebbe  necessario  che  a 
ciascun  sistema  di  valori  delle  variabili  indipendenti  cor- 
rispondesse lui  unico  sistema  di  valori  delle  variabili  di- 
pendenti, il  che  non  si  verifica  sempre,  anche  nei  casi 
più  semplici.  Se  si  hanno  p.  e.  3  variabili  x,  y,  z  legate 
dalla  relazione: 

le  X,  y  si  potranno  far  variare  arbitrariamente  (purché 
entro  un  dato  ciimpo),  e  si  potrà  asserire  che  la  z  dipen- 
d(i  da  esse;  ma  non  potrà  dirsi,  senz' altra  Umitazione. 
che  z  è  funzione  di  x  ed  //,  giacché  ad  ogni  sistema  di 
valori  di  x  ed  y  tah  che  sia  jr'+i/'<r*  corrispondono  due 
valori  di  z,  cioè: 
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Quando  un  sistema  di  relazioni  tra  più  variabili  è  atto 
a  definire  alcune  di  esse  come  funzioni  delle  altre,  si  dice 
che  quelle  sono  funzioni  implicite  di  queste. 

Noi  ci  proponiamo  di  studiare  le  condizioni  sotto  le 
quali  un  sistema  di  relazioni  è  atto  a  definire  certe  va- 
riabili come  funzioni  implicite  delle  altre,  e  di  determi- 
nare le  condizioni  d'esistenza  e  l'espressione  delle  deri- 
vate delle  funzioni  implicite. 

In  tale  studio  ci  saranno  di  grande  utilità  certe  espres- 
sioni notevoli,  che  hanno  ricevuto  il  nome  Ai  jacobiani 
0  di  deteryninanti  fuìizionali,  e  dei  quali  cominceremo 
col  dare  la  definizione. 

197.  Dicesi  jacohiano  o  determinante  fmizionale  di  n 
funzioni: 

di  n  variabili  w^,  a?,,..,a?n  il  determinante: 

PA  PA        jOfy 
Ò^j    0^, Ó^n 


0/« 


Oa?« 


esso  si  denota  con  ; 


df^v^t »W 


od  anche,  quando  ciò  non  produca  equivoco,  con    ,      . 

Se  si  ha  una  sola  funzione  d'  una  sola  variabile,  il  de- 
terminante funzionale  si  riduce  alla  derivata  ordinaria. 
198.  Se  fr(x,,x,, ,xn^=Xr,  SÌ  hai 

d(fpf„ ,fn)  _  d(f^,f,,....,fr^1,fr-t-1, ,fn) 

d(X|,X„ ,Xn)       d(X|,X,,....,Xr— 1,Xr4-1,..-v>Xn) 
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Intatti  in  questo  caso  la  linea  r— esima  del  determi- 
nante è  composta  di  elementi  tutti  nulli,  meno  Telemento 
diagonale  che  è  =^1;  quindi  si  può  sopprimere  la  linea  e 
la  colonna  r— esima  senza  che  muti  il  valore  del  deter- 
minante. 

199.  Se  z„z„ ,Zn  sono  funzioni  di  y,syr ,yn ,  e  que- 
ste alla  loro  volta  sono  funzioni  di  Xj,x„ ,Xn  ,  si  ha  : 


d(x) 


d(z)     d(y) 


d(y)    d(x)- 


(1) 


Infatti  si  ha,  pel  teorema  della  moltiplicazione  dei  de- 
terminanti : 


d(z)dOj) 


d(y)d(x)' 


ossia  (art.  191): 


0?,  'OUi  , 

■■'7>y,  ^'^n  ■■■ 

1    D^iDì/n 

OUn  tJa?» 

t)^»  Oi/,   1 

1  O?"  'dyn 
•Di/oOa:,'' 

'"dUi'D^n" 

1  7>Zn   t>^n 

t)«/,  Oa?, 

'Dy«  'D^n 

d(z)        d(y) 


dry)       d(x) 


"Qz, 


7>z, 


t>^i 


O^n 


7)Zn_ 


d(x) 


Un  caso  particolare  del  teorema  dimostrato  è  il  se- 
guente : 

Se  le  y,,y, ,yn  sono  funzioni  tali  delle  x„Xj, ,Xn, 

che  le  X  possano  alla  loro  volta  considerarsi  come  fun- 
zioni delle  y,  si  ha: 


d(x) 


1 


d(y)        d(y)  • 


(2) 


d(x) 
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derivata  rispetto  ad  y, 


in  un  intorno  E  d'  un 


Basta  supporre  Zi  =  xi  ;  si  ha  allora  ~^=1,  donde  la 

d(x) 

relazione  del  teorema. 

Si  noti  la  somiglianza  estrinseca  delle  (1),  (2)  colle  re- 
lazioni trovate  per  le  funzioni  composte  e  per  le  l'unzioni 
inverse  (art.  l(X),101i,  delle  quali  esse  del  resto  sono  una 
generalizzazione. 

200.  Se  la  funzione  t'(x,y)  è  continua  insieme  alla  sua 
^l(x,y) 

punto  (c,d),  é?  se  essa  è  7iullà  in  questo  punto  mentre  non 

Offx  v) 
lo  è    -^-— -,  esiste  una  eduna  sola  funzioìie  y  di  x  che 

soddisfa  air  equazione  f(x,y)==0  e  che  per  x=c  è  continua 
e  prende  il  valore  d. 

Pili  chiaramente:  Sotto  le  condizioni  del  teorema,  in 
qiuilunque  intorno  G  del  punto  (c,d)  contenuto  nell'intor- 
no E  esistono  infiyiiti  puntiin  cui  i{x,y)  s'annulla,  e  l'in- 
torno G  2>^tó  prendersi  ab- 
bastanza piccolo  perchè  i 
punti  di  tal  natura  in  esso 
contenuti  abbiano  tutti  a- 
scissa  differente.  L'insie- 
me delle  ordinate  di  que- 
sti punti  costituisce  una 
funzione  y  di  x,  y=9(x), 
la  quale  per  x=c  è  con- 
tinua e  prende  il  valore 
y=d,  e  rende  identica- 
mente nulla  V  espressione 
f[x,9(x)]  per  tutti  i  7'alori 
X  compresi  in  mi  certo  in- 
torno del  valore  e. 

Supponiamo,  per  fissare  le  idee,  che  nel  punto  (Cyd)  la 

;^-^  -  sia  positiva.   Allora  potrà  ;issegnarsi  un  intorno 
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O  del  punto  (c,d)  ìq  tutti  i  punti  del  quale  (art.  43,  64) 

---l—^  sarà  positiva  Inoltro  la  funzione  di  y  f(c,y),  che 

è  nulla  per  ^=d,  è  crescente  (art.  115)  in  questo  punto, 
e  quindi  può  trovarsi  un  certo  valore  k  tale  che  sia: 

frc4-k)<0  ,  f(c4+k)>0. 
Dopo  ciò,  poiché  la  funzione  fCr,d—h)  è  continua  (art. 
63),  e  poiché  essa  è  negativa  por  rr=c,  può  trovarsi  rart. 
43)  un  valore  A,  tale  che  f(x4-'k)  sia  negativa  per  ogni 
X  compreso  fra  c—h^  e  c4/^;  e  analogamente  può  tro- 
varsi un  valore  h^  tale  che /r^,rf4-ftj  sia  positiva  per  ogni 
X  compreso  fra  c—h^  e  c+A,.  Detto  h  il  più  piccolo  dei 
valori  h^,  h^,  o  il  loro  valore  comune  se  sono  eguah,  si 
avrà: 

Le  quantità  h,k  devono  ossero  tali,  che  il  rettangolo 
di  vertici  (c+hyd-iz^)  sia  tutto  compreso  entro  T  intorno 
G]  se  non  lo  fossero,  si  dovranno  diminuire  opportuna- 
mente. 

Se  0?  é  un  valore  qualunque  compreso  frac— /i e  c+A, 
sarà: 

f(x,  rf-AXO,;  /r.r  ,d+ft;>0, 

quindi,  essendo  f(jc,  y)  funzione   continua   di  y  (art.  (KJ), 

esisterà  (art.  42)  un  valore  ^compreso    fra  d--k   e  d+k 
e  tale  che: 

f[x,  yj^. 
Se  esistessero  duo  valori  y  aventi  quosla  proprietà,  fra 
essi  (art.  Ilo)  sarebbe  compreso  un  valore  y^  tale  che: 


=0, 


"DU 
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il  che  è  impossibile  per  la  condizione  a  cui  è  sogget- 
to r  intorno  G.  Dunque  ad  ogni  valore  x  compreso 
fra  c—h  e  c+h  corrisponde  un  unico  valore  y  compreso 
fra  d—k  e  d+k  e  tale  che  f(^,y)=0'  V  insieme  di  questi 
valori  costituisce  una  funzione  j/  di  a;  —  funzione  impli- 
cita definita  dalla  relazione  f(x,y)=Q--  ^  la  quale  soddisfa  a 
questa  relazione^  prende  il  valore  d  per  oc=c,  ed  è  conti- 
nua in  questo  punto,  perchè,  comunque  si  prenda  k  (pur- 
ché al  disotto  d' un  certo  limite^,-  può  sempre  trovarsi  un 
intorno  (c—h,  c+h)  del  punto  e,  per  tutti  i  punti  del 
quale  la  y  prende  valori  che  differiscono  da  d,  in  valore 
assoluto,  per  meno  di  A. 

201.  Se  la  f{x,y),  oltre  a  soddisfare  alle  condizioni  del 
teorema  precedente ^  animette  la  derivata  rispetto  ad  x, 

'•    ,  nel  punto  {cA),  la  funzione  implicita  y=9(x)  è 


dericàbile  per  x=c,  e  la  sua  derivata  è: 


<p'(c)=- 


oc 
Of(c,d) 


Colle  notazioni  dell'  articolo  precedente  si  ha  (art.  186, 
Nota): 

dove   6  è   un   infinitesimo   d'ordine   superiore,   essendo 
^fx^-c^-i-Cy-^d)^  rinfmìtesimo  principale.  Ma: 

f(^>  Vj=fCc,d)=0> 

^fCc  dì    — 
quindi,  dividendo  per     'l^'  "^  (x  —  cX  che  ò  quantità  di- 

versa  da  zero: 


0^     Oc       ,  !J—d 


t>d  ~~W~^    ^^ 
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Passando  al  lìmite,  si  ba: 


'Of(c4) 


IM  ^-=^=         ^' 


m  — e 


':>f(oA)  ' 


^ 


1/  ^-.  A^ 

ora:^: è  il   rapporto   incrementale    della    ftinzione 

y:=tìf(w)  relativo  ai  valori  x=MC,a-==«r  della  variabile  indipen- 
dente, quindi  resta  stabilita  la  esistenza  delia  derivata,  e 
ne  rimlta  noto  anche  il  valore.  Si  ha  cioè: 

Oc 

''''^ — W(c4r' 

ossia,  indica^ndo  con  (x,y)  un  punto  qualunque  per  cui  le 
condizioni  4^1  teorema  sono  soddisfatte: 

dy  7)^ 


dcG  7>f(^yyJ  ' 

7>y 

Se  la  ffx.y)  ammette  anche  le  derivate  parziali  del  se- 
condo ordine,  e  se  queste  sono  continue,  pi  potrà  deter- 
minare la  derivata  seconda  della  funzione  9(J^)  derivando 
l'eguaglianza  testé  trovata,  dove  il  secondo  membro  è 
una  funzione  di  ce  composta  mediante  la  x  funzione  di  sé 
stessa  e  mediante  la  y  funzione  di  a?.  Si  ha  così  (art.  191): 

^C^Lr    ^M_.W^V     I  7>r  dy\ 
d^y       7)y\p3c^  '^'D^OydxJ    'd^\7>xtiy    "Dy^  d^^j 


dx* 


m 


e  ponendo  per  ^  la  sua  espressione  e  riducendo: 

ViTARTi»  Cakolo  InfinUiHmak  11 
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/^"  W*  _2  ^  ^  ^'^-  4-  l^\^l 


rfV 


(oy) 


Analogamente  si  troverebbero  le  derivate  di  qualun- 
que ordine. 

202.  Il  teorema  dell'  art.  200  può  estendersi  immediata- 
mente ad  un  numero  qualunque  di  variabili,  e  la  dimo- 
strazione non  sarebbe  sostanzialmente  diversa  da  quella 
da  noi  data  per  due  variabili.  Ecco senz' altro  l'enunciato: 

Se  la  funzione  f(XpX,,...,Xn ,  y)  è  contimca  insieme  alla 

sim  derivata  rispetto  ad},  ^,  in  un  intorno  E   (ad  n-|-l 

vy 

dimensioni)  d'un  punto  (e,,  c,,...,Cn ,  d),  e  se  essa  è  nulla 

in  questo  punto  mentre  non  lo  è  la   —,  esiste  una  ed  una 

sóla  funzione  y  di  x„Xj,...^Xn  che  soddisfa  all'  equazione 
fl[x„x,,...,Xn ,  y)==0,  e  che  per  x,=c,,x,=c,,....,Xn=Cn  è  con- 
tinua e  prende  il  valore  d. 

Si  ha  inoltre: 

Se  la  f(ix)^,x^,.,.,xn,y)  ammette  nel  punto  0\,c^,,„.,Cn  ,d) 
le  derivate  rispetto  ad  .v,,a?„....,a7n ,  la  funzione  implicita 
y=f^x^,x^,„.,Xn)  del  teorema  precedente  ammette  le  deri- 
vate parziali  del  primo  ordine,  e  i  loro  valori  sono: 


2L           -S>I 

09 

or  ■ 

dy              Oy 

Oy 

203.  Un'  ulteriore  generalizzazione  è  costituita  dal  teo- 
rema seguente,  di  cui  quello  del  precedente  articolo  è  un 
caso  speciale  (per  m=l): 

Se  le  m  equazioni: 
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f;(XpX„.iw..,Xn  ,  y,.y, ym)=0  \ 

U^v^v >xn  ,  y„y„ ,ym)=0  / 

fm(X„X„...,.,Xn  ,ypyr ym)=0    ' 

sono  soddisfatte  per  : 

X,=C|,X,=C,, ,Xn  =  Cn  ,  yi=^l|.yj=^lj» >ym=dni,  (2) 

se  in  questo  punto  (dello  spazio  ad  n-^m  dimensioni  di 
cui  cr,,rr,,..,arn  ,yi,i^,,....f/m  si  considerano  come  le  coordinate) 
le  funzioni  f  e  le  loro  derivate  parziali  rispetto  alle  y 
sono  continue,  se  inoltre  nel  punto  stesso  non  è  nullo  il 
deteì^minante  funzionale  : 

dCfj.f,, ,fm)  .g 

d(y*»yr >ynO' 

esiste  un  unico  sistema  di  funzioni: 

yi=^i(x,,X,, ,Xn),  yj=92f^X,,X,, Xn), ,yin=9m(Xj,X„ Xp), 

che  rendono  soddisfatte  identicamente  le  equazioni  (1)  e 

che  per  X|=c,,x,==c, ,Xn=Cn  sono  continue  e  pi  endono 

rispettivamente  i  valori  y,,==di,y5=d„....,ym=dm. 

Poiché  il  caso  di  ni=l  fu  già  esaurito,  basterà  dimo- 
strare il  teorema  coir  induzione  completa ,  supponendolo 
vero  per  un  certo  numero  m^\  di  equazioni. 

Siccome  il  determinante  (3)  non  è  nullo  pei  valori  (2) 
delle  variabili,  esisterà  in  ogni  linea  ed  in  ogni  colonna  di 
esso  almeno  un  elemento  che   non  si  annulla  per  quei 

O/m 

valori.  Sia  p.  es.  ~!~-  diverso  da  zero  nel  punto  (2)  (se 

non  lo  fosse,  si  potrebbe  sempre  ridursi  al  caso  supposto 
mediante  scambi  di  indici).  Allora  (art.  202;  esisterà  una 
unica  funzione  : 

ym=<ar„aT, ,  Xn  .y„y„....,ym-i; 

avente  la  proprietà  di  rendere  soddisfatta  la  relazione  : 

fm(X^,X^ ,a7n  ,  ÌJ^^y^ ,ym-1,ti)^0, 
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di  essere  continua  per  a?,» 0^,0?,  =5=  e,, ,iSm9=Cm,yi^=d^, 

y^,=d^, ,ym-i=dm-i,  e  di  prendere  per  questo  sistema  di 

valori  il  valore  ym==dm*  Posto: 

U^^^v >^*n ,  y^,y^, ,y*»-i,wfegf^(jr„av ,a-« ,  y^,y^,...,ym^\) 

U^ì^v »^«  »  yi.yt'--»(/«»-i>^J^/^i»^.' .^n .  y^Vv"  »ym-i) 

da  queste  relazioni  e  dalla  precedente  si  avrà  (art.  191)  : 
7>fi     ,   Zfi      cX»  ^  7>9i 
7>yh 


7>Vk       tv-    t^A 


<t,/i=l,2, m— U 


t)/"-  _  0/« 


^-=0 


rA=l,2, ,m-U 


dove  s'intende  sempre  sostituita  ad  ym  la  sua  espressione  fu. 
Ora  può  scriversi ,  per  una  nota  proprietà  dei  deter- 
minanti : 


m/, /^ 

oA  ,  or.  ^  t>A  , 

7>ìfi      t>ym  Oy,'  t)y, 

t)A  .  or.  0»  0/;  . 

Of/i       Di/m  Oj/i  '  Oy,  "^ 

or.    Of» 

òy;;:oi/.' 

or.  ow 

Otfm  Oi/.'""' 

d(yt,yt »*•»> 

t)/m~1  1  OA-I    >)  0A.-1  1 

or»-»  o» 

t>i^.       t)i/«  7>yt'  7>yt 

^fm     ,      or»    Ow       O/m 

0!/.       Óym  Oi//  Oy.  ^ 

Oy*     Oy." 

,  or»  ow 

'  Oym   Oy.-"' 

Oi/«-i^ 

or. 

Oi/m 

Oy«-i' 

or. 

Oi/m 

or.  , 

or. 

Oì/m 

Oj/'»-«' 

or. 

Of/m-l  ' 

Oy* 

or«-i , 

Oym-1^ 

orm-1 

Oym 

Oym-i' 

orm-1 

Oym 

or™  1 

Oifc»-i  ' 

O/m 

Oy-n 

Oy«-»' 

OA 

Otfm 
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ossia,  per  le  precedenti  : 


C>l/i      Oy,    '<>i/m-1    7>ym 


0 


0    .. 


t^« 


Essendo  ^'^'^ '^""^^  diverso  da  zero  pei  valori  (2)  delle 

variabili,  lo  sarà  pure  ^^f''^*' '^'^^{  ;  quindi ,  poiché  il 

^UvV» >ym-\j 

teorema  si  è  supposto   vero  per  7?t— 1  equazioni,  esisterà 
un  unico  sistema  di  funzioni  : 

che  rendono  soddisfatte  le  : 

9i  (>ii^r- •'^n,y„j/„...,ì/m-i>=0    (t=l,2,..-,m— 1  j, 
o,  ciò  che  è  lo  stesso,  le  : 

('i=l,2,,..,m— U 

e  che  per  x^^=^^,x^=c^,...,Xn=^n  sono  continue  e  prendono 
rispettivamente  i  valori  dj,rf„...rfm-i. 

Da  ciò  segue   poi    (art.   44,64) ,  che   la   funzione   di 
x^,09^,...,Xn  : 

ym^=MXt>^t.*',Xn,9i(^i,XM,''>Xf0y9t(O(^v^t^^^^^ 

S^m(X^^^,...,Xn),  (5) 
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la  quale  è  unica  e  determinata,  è  continua  per  ^1=0^, 
aj,=Ci,...,a*fl=c» ,  prende  per  questo  sistema  di  valori  x  il 
valore  d,  ,   e  soddisfa  insieme  alle  (4)  alle  equazioni  (1). 

Le  (4),  (5)  dimostrano  il  teorema. 

Un  caso  particolare  notevole  è  quello  in  cui  inp=n,  e 
le  (1)  hanno  la  forma: 

^i=^/2/i^2/t. yyn) 


Allora  si  ha  : 
e  quindi  : 

d(y)-d(yy 

sicché  può  concludersi  che: 

Se  le  X  sono  funzioni  delle  y  derivabili  e   tali  che  il 

determinante  funzionale -!"-{-  non  sia  identicamente  nidlo, 

tly) 

le  y  possono   hiversamente  considerarsi  come  funzioni 

delle  X. 

204.  Se  le  funzioni  f  dell'  art,  precedente  'ammettono 
anche  le  derivate  parziali  rispetto  alle  x,  e  se  queste  so- 
no continue  (*)  7iel  punto: 

x,==c„x,=:c„...,Xn=Cn,y,=d„yj=d„...,ym=dm ,  (1) 

le  funzioni  9  ammeltono  le  derivate  parziali  per  x^=c^ , 
x,=c„...,Xn  =Cn ,  e  queste  derivate  si  ottengono  risolvendo 
gli  n  sistemi  rf'  equazioni  lineari  : 


(*)  La  continuità  di  tutte  le  derivate  parziali  non  è  condizione  necessaria;  ma 
noi  ci  asteniamo  da  un  esame  più  minuto  di  questo  punto. 
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c)Xh       t)yi    DXh      Oys    t)Xh  Oym  OXh 


Hh=i;2,..,n),  (2) 

I    1 


c)Xh      Oyi     t)Xh       i)y«    OXh       '""^OVni  OXh  "^    / 

doce  devono  intendersi  posti  in  luogo  delle  x,y  i  valori  c,d« 
Anche  qui  possiamo  supporre  vero  il  teorema  pel  caso 
di  m-1  equazioni,  cioè  possiamo  supporre  anzitutto  che 
le  funzioni  91 ,  92 ,.-..  >  9m-i  ammettano  le  derivate  par- 
ziali del  P  ordine  per  x\  =  c\ ,  x%=^ct , ,  Xn  =  Cn>  Al- 
lora la  i/m,  che  è  funzione  delle  x  composta  mediante  le 

X  l'unzioni  di   sé   stesse   e  le  y\ ,  y%,  ,  ym-i   funzioni 

delle  X ,  ammetterà  pure  (art.  191)  le  derivate  per  quel 
sistema  di  valori  delle  x.  Dopo  ciò  derivando  le  (1)  dello 
art.  precedente  come  funzioni  composte  si  ottengono  ap- 
punto le  equazioni  (2)  del  presente  articolo. 

Osserviamo  che   i  sistemi  ^2)  sono  sempre  risolubili , 

perchè  il  loro  determinante,  che  è  il  valore  di  -JJ  -    pei 

d(y) 

valori  (1)  delle  variabili,  è  per  ipotesi  diverso  da  zero. 

205.  Un'applicazione  importante  delle  cose  dette  è  il 
teorema  seguente  : 

IjU  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  delle  m 
funzioni  : 

Ut  =  ^\  (tt  M  ,..,  tn  ),U2  =3  4^2  (ti  M  ,..,  tn  ),...,  Uin==+m(tl  >  t^  »->tn  ) 

di  n  variabili  ti ,  ta ,...,  tn  h  ^  non  piic  sieno  tra  loro  in- 
dipendenti (*),  è  che  la  matrice: 


0  Si  dice  che  m  funzioni  : 

y,  =  e^  (x^  ,  a»j  ...,  ir„; .  Va  =  ^«  ^"^1  '  *2  '••••  "^J-'^yftr^m  (^\  '  •« 'J 

di  n  variabili  oda  ,  Xm  (•••,  a:     non  sotio  tra  loro  ùidipendentit  quando  Tra  di  esse  ha 
luogo  almeno  una  relazione  della  forma  : 

Fry^  .Vj» y„;  =0. 

cioè  quando  esiste  almeno  una  funzione  F  (ale  ciie  sia  identicamente  : 


Digitized  by  VjOOQIC 


M= 


-238- 

O-f».  ^.       04'. 


ot. 

ot.  • 

'"  Otn 

04',t)4'. 
Ot,  Ot.  •• 

"Otn 

04% 

t)4'Bl 

04'>ii 

04'. 
Of,  • 

04'. 
"■  'dth 

04'A 

0^- 

04'* 
"'7>th 

aèftto  /a  caratteristica  h;  cioè,  che  tutti  i  minori  d*  ordi- 
ne >  A'  sieno  identicamente  nulli,  e  che  non  lo  sieno  tutti 
quelli  d'ordine  h. 

Supponiamo  diverso  da  zero  il  determinante: 


i>= 


Poiché  esso   è  il   determinante    funzionale  dei   primi 
membri  delle  equazioni: 

rispetto  a  t^,  ^,....'.,  U ,    queste  equazioni   definiranno  (art. 
203)  le  #p  <,,....,  U  come  funzioni  delle  w„  u^,....,uh  ,  ^A^,...,^fi: 

^^^'/^l »^A  '  ^A+t,....,  ^n  )  ,...,^A  =^6a  fW,,...,  WA  ,  ^A^-lv-.A^* 

sicché  le  i^,,  w„....i  ^a  potranno  considerarsi  come  variabili 
indipendenti,  e  tra  esse  non  potrà  quindi  sussistere  alcu- 
na relazione. 
Si  ha  poi: 

«ÌA-*-1==+A+1(^i,...,9a  ,  ?A+1,.-.,  tn)  =  (Oh^\(u^,.„,  Uh  ,  ^A+1,....,  tn  ), 
Ìim=a4'm(^,,....,0A  ,  fe^l ,  /n  )=^fnCu^f  U^,.,..,  Uh  ,  <A+1,....,  tn  )* 
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Ora  si  ottiene  derivando  rispetto  a  h ,  dove  k'^h: 


0<|/A    0«»    j      t)4'A   _^ 

"•  '    ^fe  0<*  '  0^*  ^' 

tX»*        T^^i      0<»<  ^v 

e  di  qui: 

l^l». 

O*.    1)4'. 

(V« 

^^•• 

"   -Dftk    7)tit 

t^J-A 

t)**  0+* 

• 

^^ 

•'••  0^»  'Dtk 

0^ 

""04    7>tk    ■  0<* 

rc>'^;, 


Questo  determinante  si  scompone   in  due ,   di  cui   uno 
è  un  minore  d'  ordine  h+l  della  matrice  M  e   quindi   è 

nullo,  r  altro  ha  il  valore  —JJ  ^^^.   Ne   segue   pertanto: 


7>tk 


=0      (tyh,h>hj; 


cioè  le  Uh-^u  WA+i,....,  Um  sono  funzioni  delle  Wj,  w, ,  wa  . 

Reciprocamente,  se  wa+i,  2«a-i-i,....,  ^m  sono  funzioni  di 
W|.t«„....,MA,  la  caratteristica  della  matrice  il/  è  A;  infatti, 
se  fosse  diversa  da  h,  il  numero  delle  funzioni  indipen- 
denti sarebbe  pure  diverso  da  h. 

206.  Di  qui  seguono  come  casi  particolari  i  teoremi: 

Tra  n+p  funzioni  di  n  variahili  esistono  almeno  p 
relazioni 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  n  /wn- 
zioni: 
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di  n  variabili  t,,  t„ ...,  tn  non  sieno    indipendenti,   è  che 

sia  nullo  identicamente  il  determinante  funzionale---^, 

a(t) 

E  come  corollario  (clr.  art.  203): 

Se  le  u„  u,,...,  Un  definite  dalle  (\)  sono   indipendenti, 

Z^  t|,t, ,  in  possono   considerarsi  alla  loro  volta   coìne 

funzioni  delle  u,,  u,,....,Un. 

207.  Dobbiamo  Analmente  dedurre  una  forma  notevole 
sotto  la  quale  può  porsi  il  determinante  funzionale  di  n 
funzioni  tra  loro  indipendenti  di  n  variabili: 

W|=+/<l.  t^,...JnX  Wj=+/^»  ^ y^n  )y,...,Un=^„  r^|,Ì„..../n>  (1) 

Poiché,  per  supposto,  il  determinante  funzionale  non 
è  nullo,  nessuna  delle  n  fun/àoni  può  ridursi  ad  una  co- 
stante. Così  Ui  dovrà  dipendere  almeno   da  una  delle  n 

variabili,  p.  es.  da  t^,  cioè  -^y-   non   sarà    identicamente 

nullo.  Ne  segue  (art.  200)  che  potrà  considerai^i  ^,  come 
funzione  di  w,,  ^„  t^ ,  tni 

t^^=ik^(U^yt^jt^ »fn  )f 

e  quindi  sarà: 

^8==+8^^irWi,^,^ U  ),t^,t^,.,..,tn  ]=+8/^l»^t»^8» ^«  ) 

Se  nessuna  delle  ^fì(i=^^.\..,.,n)  contenesse  t^y  cioè  se 
fosse: 

allora  le  n  funzioni: 

U^=^^(t^,t^yt^,,...,tn)U^==^^^(^^yt^,,,..,tny..Mn==^ 
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che  sono  identiche  alle  (1),  non  sarebbero  indipendenti; 
infatti,  formando  il  loro  determinante  funzionale,  si  tro- 
verebbe che  le  due  prime  colonne  sarebbero  costituite 
da  elementi  fra  loro  proporzionali.  Quindi,  supposto  che 
p.   es.  la  ^'m   contenga  effettivamente  ^,,  cioè   che   sia 

^p^^O,  si  potrà  considerare  L  come  funzione  di  Wj,t*„f,,...,<ii  : 
e  si  avrà  per  conseguenza: 


Ripetendo  più  volte  lo  stesso  ragionamento,   s' arrive- 
rà inflne  alla  relazione: 

da  cui  risulterà: 

Così  noi  abbiamo  considerato  come  variabili   indipen- 
denti in  luogo  delle  ^,,^„....,^n  successivamente  le: 

e  abbiamo  trovato,  in    particolare,    le  relazioni   seguenti 
(di  cui  la  prima  non  è  altro  che  la  prima   delle  (1)  dove 
si  è  scritto,  per  simmetria,  ^^^  in  luogo  di  (9,): 
u\  ==^u(ti ,  ti  ,....,  tn) 

Uì  =s^ll\  ,  tt  ,  Ìb  , tn) 

W3  =^SZ{U\  ,m,h  ,.".,^n  ) 


Mn-1=^'n-1,n-lfZi1  ,  V^  ,....,  Un^t,tn-htnJ 
Un  =^nn(tCi  ,  Ut  ,....,Wn-1,^  J. 
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Ora  9i  ha  (art.  199): 

d(t% ,  h  r..Jn) 
d(U\  ,  U%  ,....,  Un-^i,  Un)  d(U\  ,Ut  ,..,Un--%lin^,tn) 

d(Ui  ,  M  ^^f|-^,  tn)  'd(VA  ,U%  v..,Wii-«,<n-1,fn  j 

d(ui  M ,....,  tn) 

d(U  M  ,....,tn)  ' 

Ma  (art.  198): 

d(tli  ,Uì  ,..,., t^n-l,  Un)_  Oj^mi 
d(lM  ,  tt%  ,.-..,  Wn-1,^nJ  7>tn   ' 

d(Uì  ,  V^  ,....,  Un-»,  Unr-^U  tn)       7>^n»i,  n^l 
d(Ui  ,  U%  ,....,  tt«-t,  f«-1,  tn)  O^n-I      ' 

dfm  ,  tt  ,,...,  ^n  j  t>pH 

rfr^l  ,  tt ,  tn)  "*    t>ft     ' 

quindi: 

dfft  ,  ^t ,....,  ^«J      "dti  7>ti   """din       i^7>U 


Serie  di  Taylor  e  di  Mac-Laurin  per  le  funzioni  di  pib  variabili. 

208.  Abbiasi   una   funzione  di   due   variabili  fìfx,yj,  e 
pongasi  : 

f(c+a't,d+yt)=F(t), 

essendo  (cdX  (c+a^,d+t/J  due  punti  la  cui  congiungente 
sia  tutta  contenuta  nei  campo  in  cui  è  definita  la  funzio- 
ne f(Xyy):  Ponendo  per  brevità  : 

e  ammettendo  che  la  /  abbia  le  derivate  di  tutti  gli  or- 
dini e  che  possa  invertirsi  Y  ordine  delle  derivazioni, 
si  avrà  (art.  191)  : 
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che  può  scriversi  simbolicamente  : 
e  in  generale: 

Per  t=4),  le  S,ia  si  riducono  a  c,d,  e  si  ha: 
f(0>=5»/rc,d;, 

invece  per  f==l  : 
quindi  (art.  120): 

dove  0<T<1,  ossia: 

1  /  Ofc+Ta?,d+Ty;    ,  cVc-Hra;,cH-Té^;  \(") 


"•"«.'l     orc+Tor;     "^    ^rf+Tj/;    ^ 


y 


n  Sarebbe  facile  dimostrare  in  generale  che,  se  questa  forinola  vale  per  un 
certo  ordine  di  derivazione,  essa  vale  anche  pel  successivo. 
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Se  il  resto  teode  a  zero  al   tendere  di  n  ad  infinito 
(cfr.  art.  120),  si  ha: 

che  è  la  serie  di  Taylor  per  una  funzione  di  due  varia- 
bili. Da  essa  si  deduce  la  seHe  di  Mac-Laurin  facendo 
coincidere  il  punto  rc4j  coir  origine. 

Si  ha  analogamente  per  un  numero  qualunque  di  va- 
riabili : 

f(C%  -f-  ^1  ,  CS  +  ^2  ,..•*  Ca+  OOn)  =  f(Ci  ,  Cj  ,...,  Cn) 

+l!( ^^ ^^  + + ^n ^'^  j 

■^2!\      0^1       "^'^ +      0^;^      ^";  + 

-^-(n^iìjry      ^,      ^'  + +      ^n      ^y 

iPl  + 


niy 


t>("ci  +  Tiri  ; 


-Xn\ 


e,  se  è  lecito  lo  sviluppo  in  serie  infinita  : 

f(c\  4-  o)\ ,  cj  4-  x% ,...,  c„  4-  a?n  j  —  fc\,ci  ,...,c»; 
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Massimi  e  minimi  delle  funzioni  di  più  variabili. 

209.  Si  dice  che  una  funzione  di  due  variabili  ffx^y) 
definita  in  un  certo  campo  C  ha  in  un  punto  interno  (c4) 
di  questo  un  massimo  o  un  minimo,  se  può  assegnarsi  un 
intorno  (a  due  dimensioni)  E  tale  del  punto  (c4),  che  tutti 
i  valori  che  la  ftinzione  assume  in  esso  sieno  minori,  o 
rispettivamente  maggiori,  di  t(c4). 

Supponiamo  che  la  funzioae  f(xjj)  abbia  un  massimo 
0  un  minimo  nel  punto  (c4). 

Preso  due  quantità  positive 
hji  tali  che  la  congiungente  i 
punti  (c-h4—k),  (c+hyd'\k){\B. 
quale  passa  pel  punto  (c4))  stia 
tutta  pntro  Tintorno  E,  e  posto: 

f(c+ht4+hi)==F(éX 


^x  la  funzione  F(t)  avrà  un  massi- 
mo od  un  minimo  per  t=0  (*).  Condizione  necessaria 
perchè  ciò  avvenga  è  che  sia: 


n  La  reciproca  non  ò  vera;  cioè  può  avvenire  che  la  funzione  abbia  in  (c4) 
p.  es.  un  massimo  rispetto  ai  punti  adiacenti  di  qualunque  retta  passante  per  esso 
senza  avere  in  /c,dy  un  massimo  nel  senso  del  testo.  Si  imagini  individuata  cia- 
scuna retta  passante  per  (cA)  mediante  la  sua  inclinazione  9  sull*  asse  delle  x. 
Su  una  qualunque  di  queste  rette  si  potrà  assegnare  un  intorno  simmetrico  di 
(e4)  Del  quale  i  valori  della  funzione  sono  lutti  minori  dì  t(c4)\  detto  2ir?)  il 
limite  superiore  degli  intorni  presi  sopra  la  retta  di  inclinazione  9  nei  quali  tale 
condizione  ò  soddisfatta,  t(^)  sarà  una  funzione  di  9  sempre  positiva  e  defluita 
'  neir  intervallo  da  fs-O"  a  9=180'.  Il  suo  limite  inferiore  r  in  quosto  intervallo  sarà 
o  nullo  o  positivo.  Se  esso  ò  positivo,  tutti  1  valori  della  funzione  in  un  cerchio 
di  raggio  r  e  di  c-ntro  (c,d)  saran  10  minori  di  f(c,'i),  e  quindi  nel  punto  (c.d^ s'a- 
vrà un  massimo:  invece,  se  ò  nullo,  non  potrà  prendersi  alcun  cerchio  col  centro 
In  (e,di,  e  quindi  .  Icun  intorno  finito  di  (c.tf),  tale  che  in  esso  la  funzione  sia 
sempre  più  piccola  dì  /fc,<i),  sicché  non  s'  avrà  un  massimo. 

Che  un  tal  caso  possa  effettivamente  aver  luogo,  lo  prova  il  aeguente  e- 
sempio. 


La  funzione: 


/l«.»)*(»-T»'»V  (V-7*«*>)» 
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ma,  poiché  ciò  deve  aver  luogo  qualunque   sia  il  valore 
del  rapporto  -r-^  dovrà  essere: 

Dunque  i  soli  punti  in  cui  può  esistere  un  massimo  od 
un  minimo  sono  quelli  in  cui  sono  nulle  le  derivate  par- 
ziali di  primo  ordine. 

210.  Sia  (i\d)  un  punto  nel  quale  si  annullino  le  de- 
rivate parziali  del  primo  ordine,  e  supponiamo  per  ge- 
neralità che  sieno  nulle  in  esso  anche  tutte  le  derivate 
parziali  del  2*,  S® ,....,  rn— 1^-esimo  ordine,  ma  non  tutte 
quelle  dell'  n-esimo  ordine.  Allora,  tenuto  conto  che: 

e  quindi: 


dove  p  t  q  sono  due  costanti  qualunque,  ò  nulla  noli*  origine,  e  positiva  hi  gu»- 
Funque  altro  ponto  tanto  detrasse  ao  che  detrasse  y,  e  Inoltre  su  ogni  altra  p«tla 
passante  per  V  origine  può  determinarsi  un  intorno  di  questo  puaio  in  oui  la 
funzione  è  sempre  positiva.  Infatti,  se  y=sA«  ò  l'equazione  d'una  retta  paaMBte 
per  l'origine,  dove  la  costante  h  ò  finita  e  diversa  da  zero,  si  ha  pei  punti  di 
questa  retta: 

f\ajix)=m^(h—p  a?/fA— g  x), 
alccbò,  se  A>0,  f  ò  positiva  per  ogni  valore  negativo  di  a  e, per  «  positivo  o  mi- 

h        h 
nore  della  più  piccola  delie  due  quantità  ""^  *  "Y"  *  e  so  h<Ù^  f  ò  positiva   per 

f       ^ 
ogni  valore  positivo  di  0  e  per  m  negativo  e  minore  In  valore  assoluto  della  pNk 

-A     -A 
piccala  detto  quantità  ~  '  X"  Tuttavia  in  qualunque  intorno  (a  due  dimeDaioni) 

V      9 
dell*  origine  esistono  punti  in  cui  /"-O.  Infatti,  se  r*  ò  una  quantità  cMSprasa  fra 
p*  e  9^  allora,  qualunque  sia  la  quantità  a,  nel  punto  «<sa,y=r  a  la ^ò negativa. 
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si  avrà,  qualunque  sieno  h  e  h: 

F'\0)=0,  ii^70H0,....,F(«-^)(0)=0, 

mentre  vi  saranno  infinite  coppie  di  valori  h,h  per  cui: 

i^f»)  (0)9^0. 

Supposto  di  aver  preso  h  q  k  in  *  modo  che   sussista 
questa  diseguaglianza,  si  avrà,  essendo  0<t<1: 


e  quindi: 


ossia: 


F(t)^F{0)=^Fi-)(Tt), 


F(1)-F(0)=  ^  f^^Yt;, 


fìc+h4+h)^f(cA) 


1  h/Jc-^^Kd+^h)       0/rc+Tfe,d+TfeJ    Y"^ 

Per  decidere  se  nel  punto  (c,d)  vi  ha  o  no  un  massi- 
mo 0  un  minimo,  bisogna  vedere  se  T  espressione  che  fi- 
gura al  secondo  membro  conserva  o  no  un  medesimo  se- 
gno per  tutte  le  possibili  coppie  di  valori  h,k.  Tale  ricer- 
ca però  si  presenta  assai  difricile,  pel  fatto  che  noi  non 
sappiamo  determinare  il  valore  della  quantità  t;  conviene 
quindi  ridurre  lo  studio  della  forma  di  grado  n  nelle 
variabili  h,k: 

i  cui  coeflicienti  dipendono  pure,  in  modo  incognito,  dalle 
variabili  stesse,  allo  studio  della  forma  a  coefficienti  co- 
stanti: 

VmiiT^  Cokolo  bt/MMmak  16 
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A  tale  scopo  serve  il  teorema  seguente: 

n 

Sia^  =  2  ui  x^"^  y^  una  forma  digrado  n^  i  cui  coef- 
ficienti dipendono  pure  daUe  variabili  x,y ,  e  siaììmxii  =ai  . 

x=0 
y=0 
n 

Se  la  forma  ^=  2  ai  x»-'i/»  è   indefinita^   in   ogni  in- 

l=iO 

toì^no  dell  origine  vi  sono  punti  in  cui  "9  è  positiva  e 
punti  in  cui  essa  è  negativa;  se  invece  ^  è  definita,  può 
assegnarsi  un  intorno  dell*  origini^,  in  tutti  i  punti  del 
quale  ^  ha  il  medesimo  segno  di  ^,  cioè  è  positiva  se  ^  è 
una  forma  definita  positiva,  negativa  se  ^  è  una  fortna 
definita  negativa  i*). 


n  Una  forma  (cioè  una  funzione  razi  male  Intera  ed  omogenea  di  più  variabili; 
dicesi  definita  se,  qualunque  sia  il  sislema  di  valori  clie  si  attribuisce  allo  varia- 
bili, purcbò  non  si  facciano  tutte  nulle,  essa  è  sempre  diversa  da  zero  e  con- 
serva il  medesimo  segno:  indefinita  se  vi  sono  sistemi  di  valori  per  cui  essa  è  po- 
sitiva ed  altri  per  cui  ò  negativa  (e  quindi  anche,  per  la  continuità,  sistemipdi  va- 
lori per  cui  si  annulla):  temidefinita  se  vi  hanno  sistemi  di  valori  per  cui  si  an- 
nulla e  per  tutti  gli  altri  ha  un  medesimo  segno. 

Una  forma  di  grado  dispari  è  indefinita,  giacché  cambiando  segno  a  tutte  le 
variabili  essa  cambia  di  segno. 

Se  una  forma  è  Itideflnita,  in  qualunque  intorno  dell*  origine  esistono  punti 
in  cui  essa  Ò  positiva  ed  altri  in  cui  ò  negativa.  —  Infatti  essa  ha  lo  stesso  segno 

nel  punto  {m,y)  e  in  tutti  I  punti  (t  -  "f  )'  ''°''®  ''  ^  """^  "'"'"^"^  '*°'^*^'''*  qualunque. 

Dopo  ciò  si  pud  dimostrare  (1  teorema  enuu'^iato  nel  testo. 

a)  Sia  <l>  indefinita,  e  poniamo  a;  =p  coa  9,i/=:p  sen  9.  li  segno  della  4^  in  un 
punto  (m,y}  sarà  quello  delia  funzione  stessa  in  tutti  i  punti  della  semiretta  che 
congiunge  quei  punto  coil'origino,  esclusa   l'origine   medesima;   e  sarà   costante 


1 


n-i  ^  ._! 


per  tutti  questi  punti  il  valore  di  ~'^  <t>=    £  a^  cos        9  <en   9.   Indichiamo  con 

k  questo  valore  per  un  dato  valore  di  f .  Per  la  ipolesi   fatta   riguardo  alle  «^* 

potrà     trovarsi     un     intorno    E     dell'    origine     in     lutti     i   punti  del     quale 
n  ,     , 

S  I  i«   _a.  I    <  |/r|'  Ora  per  un  punto  (»,y)  della  semiretta  considerata  si  ha: 

P 
quindi,  pel  punti  della  semiretta  compresi  nell*  intorno  E: 

à  ^ 


JL|V-4>,<2     j«.  -a^  [<jA:| 
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In  virtù  di  questo  teorema,  e  osservando  che,  se  le 
derivate  d' ordine  n  sono  continue  del  punto  (c4)y  i  coef- 
ficienti della  forma  (1),  i  quali  dipendono  da  h,ky  hanno 
per  limite  per  /k=0,ft=0  i  coefllcienti  della  forma  (2),  può 
concludersi: 

Affinchè  la  funzione  fiX,y)  abbia  nel  punto  (c,d)  un 
inassimo  od  un  minimo^  è  necessario  che  s'  annullino  in 


donde.segue,  tenuto  conto  che  —^  ^=A-,  che  —    V  ha  lo  stesso  segno  di  ~JJ  *; 

P  P  P 

ossia   che  'V  ha  lo  stesso   segno  di  ^.  Ora  neir  Intorno  JS  vi  sono   punti  in  cui 

^  é  positiva  e  punti   in  cui  essa  è  negativa,  quindi  altrettanto  avrà  luugo  per  V. 

b)  Sia  4f  definita,  e  per  fissare  le  idee  supponiamola  pusitlvd.  Si  ha: 

E    II.  ««-S*  -    2    a.  «'•-•y'  n  /»«-««< 

ì!r-<I>„.=.0    '  "^        .=0    •  '      ^    £  (  )       •        y 

1=0     •        • 


S     a,,  a/»"*  y*  S    a .  «••-«^  y' 

=0     •  y=o  ^ 


1=0     •         "  ^    n  .  . 

S    o .  COI**  ^  9  #«»»'  f 
>i*0    -^ 

n  . 

Ora     S   a  •  co*     ■'  9  len'  9  ò  sempre   positiva,  ed  essendo  una  funzione  contl- 

0  0 

nua  di  f  neir  intervallo  da  9^0     a  9=360  1  avrà   in  esso  un   minimo  (art.  41), 

che  sarà  una  quantità  positiva  /;  inoltro  co***"*  9  «en*  9  non  può  superare  1'  unite, 
quindi: 

CM**~*  9  wn*  9 


S    a;    00*^   -^  9  W  9 

y=:0  -^ 


1 


Dopo  ciò,  presa  ad  arbitrio  una  quanlità  9  positiva  e   minore  di  1,  e  determinato 
un  intorno  E  dell'  origine  per  tutti  i  punti  del  quale  sia: 


si  avrà  In  tutto  l' intorno  E: 


ossia:' 

donde  segue  che  V  ò  positiva  In  tutti  l  punti  dell'intorno  E  (esclusa  1*  origine). 
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questo  punto  le  derivate  del  i.*  ordine,  e  che,  annullane 
dosi  nel  punto  stesso  tutte  le  derivate  d'  ordine  <  n  ^ 
non  tutte  quelle  d'ordine  n,  il  numero  n  sia  pari.  In 
questo  caso  si  ha  un  massimo,  su  la  forma  di  grado  n 
nelle  variabili  h,  k; 

V    Oc       ^     Od        / 

è  definita  positiva,  un  minimo,  se  è  definita  negativa; 
non  si  ha  né  un  massitno  né  un  minim/),  se  essa  è  inde- 
finita. Nulla  si  può  dire,  se  essa  è  semidefinita. 

211.  Data  dunque  una  funzione  /(a?,y>/,  per  trovarne  i 
massimi  e  i  minimi,  si  dovrà  anzitutto  risolvere  il  siste- 
ma d*  equazioni: 

Per  ogni  soluzione  di  questo  questo  sistema  si  dovrà 
esaminare  qual  è  Y  ordine  minimo  delle  derivate  non  tut- 
te nulle,  e,  se  questo  è  pari,  costruire  la  corrispondente 
forma,  e  cercare  se  essa  è  definita. 

Il  caso  più  comune  è  quello  in  cui  le  derivate  del  2.® 
ordine  non  sono  tutte  nulle. 

Allora  la  forma  da  esaminarsi  è: 

essa  è  definita,  semideflnita  o  indefinita,  secondocbè: 

\  Oc'Od  /  t>c'  'Od*      ^' 

e  nel  primo  caso  è  positiva  o  negativa,  secondocbè  lo 
sono  le  due  quantità: 
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le  quali ,  in  questo  caso ,  hanno  sempre  lo  stesso  segno. 

212.  Le  cose  dette  negli  articoli  precedenti  si  esten- 
dono immediatamente  alle  funzioni  d' un  numero  qua- 
lunque di  variabili. 

213.  Esempio.  —  Fra  tutti  i  parallelepipedi  retti  ret- 
tangoli^ in  cui  la  somma  degli  spigoli  è  eguale,  quali 
sono  quelli  di  volume  massimo  o  minimo? 

Indicando  con  a  la  somma  degli  spigoli  e  con  x,y  due 
di  essi,  il  terzo  spigolo  sarà  a^-w—y,  e  il  volume: 

Ne  segue: 

^=ra-2a;-i/;2/ ,  ^=^a-a?-2y;ar. 

Il  sistema  -^  ==0,  z!-  ==0  ammette  4  soluzioni,  cioè: 

«^M),(^=0;  :i:=0,(^=a;  a?=a,yt=0,  j-=  -  ,  y_  -., 
e  corrispondentemente  si  trova: 

A=sa' ,  A=a* ,  A=a* ,  A=—  -^  a*  . 

Ne  segue  che  le  tre  prime  soluzioni  rappresentano  al- 
trettanti minimi  (il  che  d*  altronde  è  evidente),  e  che  Tul- 
tima  ci  dà  un  massimo;  e,  poiché  questo  è  unico,  esso  è 
il  massimo  assoluto.  Cioè:  Fra  tutti  i  parallelepipedi  retti 
rettangoli  in  cui  la  somma  degli  spigoli  è  la  stessa,  quel- 
lo  di  volume  massimo  è  il  cubo, 

214  Avviene  talvolta  di  dover  determinare  i  massimi 
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e  i  minimi  d'  una  funzione  f(x^yX^,,.„yTn)  di  n  variabili  le- 
gate da  m<Cn  relazioni: 

^xs  ,x%  ,..,j:„  ;=0,92  (x\  ,072  ,..,xr«;=0,..,9wr^i  yX^  ,..,  iPn>==0.(l) 

Noi  supponiamo  che  queste  relazioni  sieno  indipen- 
denti, cioè  (art.  208)  che  uno  almeno  dei  determinanti 
d'ordine  m  della  matrice: 


091       O91 


Oa?i   *"0:Pn 


(2) 


sia  diverso  da  zero  per  qualche  sistema  di  valori  delle  a?. 
Sia  tale  p.  es.  il  determinante: 

091        091 


0071    '"Oartn 


0?^» 


Le  (1)  saranno  atte  a  definire  x\ ,  x% ,....,  a?»  come  fun- 
zioni di  a?m-*-i,  a7m4.t,....,^n  (art.  203): 

a?m=4'fiir'^m-4-1 ,  Xmj^%,„,Xn  )y  (3) 

e  mediante  queste  espressioni  la  f  diverrà   una   funzione 
F  delle  .^m+i,  a?m+8,:...,a?«  : 

/fori  ,  ^2  ,...,  Xn)s=if(^\  ,+l  ,...,+*w^  arm-h1,  Xm^%....,Xn) 
KsF(Xm+\,  Xm-¥-Ì,,..,Xn)' 

Le  equazioni  che  determinano  i  sistemi  di  valori  pei 
quali  può  aver  luogo  un  massimo  od  un  minimo  sa- 
ranno: 
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^F                 ^F     _^        OF 
-_ =0, =0,....,  -zr —  =^  (4) 

esse,  insieme  alle  (3),  ci  daranno  i  sistemi  cercati. 

Un  metodo  più  semplice  e  più  simmetrico  per  ottenere 
un  sistema  d'equazioni  equivalente  al  sistema  (3),  (4)  è 
il  seguente. 

Le  (4)  possono  scriversi: 

dF=:0, 
ossia,  poiché  (art.  191)  dF==df: 

d/M). 
Dalle  (1)  segue: 

d(p\  =0,  d(p%  c=0,...,d9m==0, 
quindi  si  avrà,  qualunque  sieno  le  quantità  X\ ,  Xj  ,....,Xm: 
df+X]  d(p\  +Xt  dcpt  +„..+Xmd(pw^=C, 
Poniamo  per  brevità: 

la  relazione  precedente  potrà  scriversi: 

Ki  dxi  +  Kt  dxt  +....+^n  dxn  =0.  (5) 

Osservando  che  il  determinante  del  sistema  d'  equa- 
zioni lineari  rispetto  a  Xi ,  Xj  ,.,.,Xm: 

ji:i=o,ir2=o,...,jrm=o 

per  ipotesi  non  è  identicamente  nullo,  potremo  dedurre 
da  questo  sistema  le  X  come  funzioni  delle  ar,  in  pari 
tempo  la  (5)  diverrà: 

dove  intenderemo  di  aver  introdotto  nelle  K  le  espres- 
sioni delle  X  testé   trovate.  Ma   le  ;z?m-hi,  Xm^%...fiCn  sono 
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variabili  indipendenti,  onde  i  loro  differenziali  sono  arbi- 
trari; nv  segue  pertanto  che  dovrà  essere: 

Cioè  esiste  un  "sistema  di   valori  Xi ,  Xj ,X«  che  rende 

soddisfatte  insieme  le  n  equazioni  lineari: 

ii:i=dO,À'i=0,....,Jirn==0. 

La  condizione  perchè  ciò  avvenga  è  (*)  che  la  matrice: 

JVl  5?L  2?L     5??L 
7>^\  7)oo^  7>^\  ""Oa?, 


(6) 


^VL  ^±  ??L      ^£L 
7>^n  c)J7fi  O^n  '"*  O^n 

abbia  la  stessa  caratteristica  della  matrice  (2),  cioè  la 
caratteristica  m,  e  quindi  che  si  annullino  tutti  i  suoi  de- 
terminanti d'ordine  m+1.  Siccome  però,  affinchè  si  an- 
nullino tutti  questi  determinanti,  basta  che  si  annullino 
n— w  di  essi,  così,  indicando  con  Ai ,  Aj ,....,  An-m  n—m 
determinanti  d' ordine  m+l  contenuti  nella  matrice  (6), 
la  condizione  cercata  sarà  esproj^sa  dalle  equazioni: 

Al  =dO,  Ai  =dO,....,  An-m=^. 

Queste  equazioni,  insieme  alle  (1),  ci  danno  i  soli  si- 
stemi di  valori  x\  ,x% ,  xa  pei  quali  può  aver  luogo  un 

massimo  od  un  minimo. 

215.  Esempio.  —  Trovare  la  minima  distanza  di  un 
punto  (Xo,  Yo,  z^)  da  una  curva  di  equazioni  : 

(p(x,y,z)=0,  4;(x,y,z)=0. 
La  funzione  da  rendersi  minima  e  : 


r=V(x^xj^  +  (y-,y?  +  (z-z,)^ , 


O  Capelli,  op.  clt,  art.  148  e  segg. 
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o  ciò  che  è  lo  stesso; 


r2  =  (x^xj^  +(y-!/oP  +(z-zj^ , 

essendo  le  x,y,z  legate   dalle   relazioni  (1).  Formiamo   la 
matrice  (6)  dell'  art.  precedente: 


2(z^zJ 


essa  in  questo  caso  si  riduce  ad  un  determinaute,  che  in- 
dicheremo con  A,  e  il  sistema  d' equazioni: 

A==0,  9=0,  4^=0 

ci  darà  i  punti  cercati.  Come  si  vedrà  nelle  applicazioni 
geometriche,  gli  elementi  della  2.»  e  della  3.»  colonna  del 
determinante  A  sono  quantità  proporzionali  ai  coseni  di- 
rettori di  due  normali  alla  curva  nel  punto  (x,y,zj,  men- 
tre gli  elementi  della  prima  colonna  sono  proporzionali 
ai  coseni  direttori  della  congiungente  del  punto  (x^y^,zj 
col  punto  (x,y,z).  Quindi  T  annullarsi  del  determinante  A 
indica  che  questa  congiungente  sta  nel  piano  delle  due 
normali,  ossia  nel  piano  normale,  e  per  conseguenza  che 
essa  è  normale  alla  curva.  Dunque  i  massimi  e  minimi 
di  r  cadono  in  raggi  vettori  normali  alla  curva.  Il  più  pic- 
colo dei  minimi  ci  darà  la  minima  distanza  nel  senso  co- 
mune. 


Integrali  contenenti  un  parametro. 

216.  Abbiasi  una  funzione  f(x,y)  delle  due  variabili 
a!,y,  la  quale,  considerata  come  funzione  di  a?,  per  ogni 
singolo  valore  di  y  compreso  tra  a  e  p  sia  integrabile  nel- 
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Y  intervallo  da  00=^  ad  a?=&.  L'  espressione  I  f(x^y)da:  a- 

a 

vrà  un  valore  determinato  per  ogni  valore  di  y  compre- 
so fra  a  e  p,  cioè  sarà  una  funzione  di  y  definita  neir  inter- 
vallo a  p.  Noi  scriveremo  pertanto: 


fr(-,. 


y)d(c=ffCy)' 


Se  la  f{x,y)  è  continua 
nel  campo  rettangolare  C 
avente  perìvertici  i  punti 
(a,aX(b,aXb,^X(afiX  presa  a 
comunque,  potrà  determi- 
narsi (art.  64)  una  quantità 
r  tale  che  V  oscillazione 
della  funzione  entro  ogni 
cerchio  di  raggio  r  conte- 
^^nuto  nel  campo  Csia  mino- 

re  di  r — .  In  particolare  sarà  minore  di  r —  T  oscillazio- 
ne della  funzione  in  ogni  tratto  di  lunghezza  r  di  qualun- 
que parallela  air  asse  y  contenuta  entro  C;  cioè  sarà: 

Ne  segue  (art.  79,  87): 

\J  f(oG,y^X'-j  f(x,yOdx\<a  per  \ìj—y,\<r, 


ossia: 


\^yJ-¥yO\<^  per  |y.-j[/,l<r. 


e  quindi  (art.  40,  Nota^  (^y)  è  una  funzione  continua  nel- 
r  intervallo  a  p. 

217.  Determinate  le  condizioni  sotto  le   quali  la  fun- 
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zione  (^(y)  è  continua,  cerchiamo  quelle  sotto  le  quali  essa 
è  derivabile,  e  troviamone  la  derivate. 

Supponiamo  che         '^   esista  e  sia  continua  in   tutto 

il  campo  C.  Allora,  posto: 


ffCc,: 


y)dx='F(x,y), 


dove  e  è  una  costante  qualunque,  e  quindi  (art.  82): 

':>F(x,y) 


f(x,y>=^ 


'dx 


esisterà  e  sarà  continua  la  — ^;^— ,  e  per  conseguenza 
(art.  75)  sarà: 

DJ? DJ/  "^    Di/  t)a?       t)a:\     Dy     )' 
sicché  si  avrà: 

Du        'Oj\    oy    )' 

e  quindi: 

J      'D'j  Dy 

e 

In  particolare  sarà: 

C'7>f(x,y)  ^^^  7>F(b,v)     7>^a.y)  . 
J       "Dy  "Dy      '     "Dy 

a 

Ma: 

9(y)=  f  my)dx=  F(b,y)-F(a,y), 
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quindi: 


,,,^/o^... 


Cioè:  Se  {i;x,y)  ammette  la  derivata  rispetto  ad  y  con-- 
tinua  nel  campo  C ,  9(y)  ammette  la  derivata  nelV  in- 
tervallo afte  questa  si  ottiene  derivando  ricetto  ad  y 
la  fl[x,y).  Questa  regola  è  conosciuta  sotto  il  nome  di  re- 
gola di  derivazione  sotto  il  segno, 

218.  I  teoremi  dei  due  articoli  precedenti  non  sussi- 
stino  sempre,  quando  l'intervallo  d* integrazione  sia  in- 
finito, come  può  rilevarsi  dall'  esame  delle  dimostrazioni. 
Però  si  può  stabilire  facilmente  che: 

(^)  Se  I    f(x,y)dx  esiste  per   qualunque    valore   di  y 

a 

compreso  fra  a  e  p,  e  se  inoltre,   presa  a  ad   arbitrio    e 
fissato  un    valore   y  deir  intervallo  «  p,  possono  trovarsi 

due  quantità  6,  h  tali  che  per  ogni  valore  y  compreso  fra 
y  e  y+k  (i  limiti  inclusi)  sia: 


1/ 


f(co,y)da) 


<<', 


V  integrale  I    f(a,y)dx  è  funzione  continua  di  y\ 


f 


b)  Se   le   stesse   condizioni    hanno   pure    luogo   per 
dx,  è  lecita  la  derivazione  sotto  il  segno. 

a 

Infatti  si  ha,  per  ogni^<ft: 

b 

inoltre  per  Tart.  216,  presa  &  comunque,  si  può  trovare 


Digitized  by  VjOOQIC 


-253- 
una  quantità  k'  tale  che  per  ogni  X<ft'  sia  : 

a 

Data  quindi  t  comunque,  e  scelte  le  quantità  (j,a^  in  modo 
che  sia  2<7+ff'<T,  si  avrà  per  ognì*S  minore  di  fe  e  di  A': 

\j\f(^\y+k)'  /r^,t/;)rf^|  <T. 

a 

Inoltre  : 

a  a 

Ora  (art.  217)  : 

lim  fri^^^pLC^aa^  C'^^dx, 

a  a 

e  (art.  116): 

J  h  "    J      tVy+Tft; 

6  b 

dove  0<T<1;  ma,  supposto  di  aver  determinato  opportu- 
namente beh,  questo  integrale  è  in  valore  assoluto  mi- 
nore di  una  quantità  prefissata  a,  quindi  il  suo  limite  non 

può  superare  a.  E  poiché  lo  stesso  può  dirsi  di  /  ^U^^iZ  ^x, 

b 
si  avrà: 


m-f^^!^ 


S2», 
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ossia  (v.  art.  57,  Nota): 

•*, 
"-Di/ 


f'(y>-J  ^^rfx. 


219.  Analogamente  si  dimostra  che: 

a)  Se,  divenendo  f[x,y)  e  ^]~^^^  infinite  nel  limite  su- 


3  /  f[oc,y)dx 


periore  6,  l'integrale  I  f(x,y)dx  esiste,  e  se  inoltre,  presa 

a 

<7  ad  arbitrio  e  fissato  un  valore  y  dell'intervallo  «p,  pos- 
sono trovarsi  due  quantità  6,ft  tali  che  per  ogni  valore  (T 
compreso  fra  ij  ed  (/+*  (i  limiti  inclusi)  sia  : 


\^  f(x,tj)dx\<a. 


b-t 


^J  /far,, 


r  integrale  I  f(x,y)dx  è  funzione  continua  di  y  ; 

a 

b)   Se    le    stesse   condizioni   hanno    pure   luogo   per 

/oo 
'^  cte,  è  lecita  la  derivazione  sotto  il  segno. 

a 

220.  Può  avvenire  che  i  lìmiti  dell'  integrale  non  sieno 
costanti,  ma  dipendano  dal  parametro  y,  cioè  che  si  abbia 
un  integrale  della  forma: 

/(y) 
f(x,y)dx. 

Supporremo  le  funzioni  ^y),  ^y)  tali,  che  le  linee  di 
equazioni  x=!^{y),  x=!Xy)  sieno  continue  (art.  61),  ciò  che 
implica  anzitutto  la  continuità  di  quelle  due  funzioni  ;  ed 
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indicheremo  con  C  il  cam- 
po racchiuso  dalle  linee 
x=:^\^y),x=^y)e  dalle  ret- 
te y=a,(/=^,  essendo  «p 
un  intervallo  tale  che  per 
qualunque  valore  di  y  in 
esso  compreso  Tintegrale 
considerato  sia  determi- 
nato e  finito.  Posto: 


f(x,y)dx, 

e  ammesso  che  f(x,y)  sia  continua  nel  campo  Cj  si  avrà: 

/{y+k)  /•v(y) 

f(x,u)+k)dx-^j       f(x,y)dx 

^{y-^-k)  fKy) 

/v(»)  /•v(y+/f; 

\f(co,y+k)dx-^f(x,y)]dx  +j  f(x,y+k)dx 


//My+«) 
r(x,y+h)dcc. 


\^{y) 

Poiché  la  funzione  f(Xyy)  è  continua  e  —  come  abbia- 
mo supposto  tacitamente  —  finita  nel  campo  (7,  essa  rag- 
giungerà il  suo  limite  superiore  e  il  suo  limite  inferióre 
fart.  41,  64),  i  quali  saranno  quindi  ambedue  finiti;  per 
conseguenza  lo  sarà  pure  il  limite  superiore  Z  dei  suoi 
valori  assoluti  nel  campo  C.  Si  ha  poi  (art.  79): 

f(x,y+k)dx  <  L  \^cy+k)'--)^y) |, 
V(y) 

noo^y+kjdxl-^  L  \y^y+k)^^(y)\, 

'vi»)  ' 
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quindi  : 


\9Cy+k)-^fy)\^\J      [f(x,y+h)  'f(co,y)]di 


fi(y) 


Colie  considerazioni  dell'  art.  216  si  dimostra  che 

/v(y) 


inoltre  per  la  continuità  di  ^y)y  v(y)  si  ha: 

Ne  segue  : 

lim[<p(y+k)^^y)]^^, 

sicché  la  (p(y)  è  continua. 

221.  Determiniamo  anche  nel  caso  presente  la  derivata 
di  9(V;  neir  ipotesi  che  f(a:,y)  ammetta  la  derivata  par- 
ziale rispetto  ad  y  continua  in  tutto  il  campo  C,  e  che  le 
\^y),  ^Cu)  ammettono  la  derivata  nell'intervallo  «p. 

Si  ha  dalle  relazioni  dell'  art.  precedente: 


k  J  k 


ì^iy) 

+■:  " 

vt»)  ,,(u) 

Ora  (art.  79): 
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»v(»-t.*) 


dove  Yj  e  0  sono  compresi  fra  \i.(y)  e  vjCy+h),  quindi: 


H 


dx 


Passiamo  al  limite,  osservando: 
Che  col  ragionamento  dell*  art.  217  si   dimostrerebbe 
che  il  primo  termine  del  secondo  membro  ha  il  valore 

J         "Oy 

V'ivi 

Che,  supposte  ^y)  e  "^(y)  continue,  al  tendere  di  /e  a  zero 
iQ  e  6  tendono  rispettivamente  verso  ^Cy)  e  ^(y),  e  conse- 
guentemente ,  per  la  continuità  della  /*,  f(%y+kf  ed 
f(9,!/+k)  tendono  rispettivamente  verso  fMy)yy)y  K'^y)Mj^ 

Avremo: 

—~^  d^  +  fMlyMy)  -myhyMyy 

222.  Dalla  regola  della  derivazione  sotto  il  segno  può 
dedursi  il  teorema  seguente: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  due  fun- 
zioni continue  f(x^y),  g(x,y).  rhe  ammettono  la  derivata 
continua,  la  prima  rispetto  ad  y  e  la  seconda  rispetto  ad 
X,  sieno  rispettivamente  le  derivate  parziali  rispetto  od 
X  e  ad  y  d' una  medesima  funzio7ie,  è  che  sia: 

Of(x,y)       Og(x,y) 

Oy        ~  Ox    '  ^^ 

ViTAiiT^  Cakoh  bifinUmimak  17 
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Se: 

ne  segue: 

7>u  7)^0y  '    7)^         Oy  7>^  ' 

donde,  per  le  ipotesi  fatte,  risulta  (art.  188)  la  (1). 

Supponiamo  reciprocamente  che  tra  le  f,  g  abbia  luo- 
go la  (1).  Poiché  f(a!,y)  è  continua,  essa  sarà  (art.  73)  in- 
tegrabile rispetto  a  ciascuna  delle  variabili.  Posto: 


/ 


f(x,y)  cUca=4f(a>,y),  (2) 

ne  segue  (art.  217): 

Oy       J      Oy       ' 

e 

ossia  per  la  (1): 

0 

Facciamo: 

^(^^y)^  j  g(c,y)dy'^F(x,yX 

r 
sarà,  per  le  (2),  (3): 

^""'^^  ~0S~'  -^^^'^^     ~Òy~' 
come  sì  voleva  dimostrare. 

223.  Il  teorema  si  estende  senza  difficoltà  al   caso  di 
un  numero  qualunque  di  variabili. 
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La  prima  parte  si  dimostra  immediatamente. 

Per  la  seconda  si  può  ricorrere  all'  induzione  com- 
pleta. Sieno  Ux^,x^,,,yXH)yf/Xi,x^,,.,XnJy...,fn(a)^,x^...,Xn)  n 
funzioni  fra  cui  abbiano  luogo  le  relazioni: 

^à=à  <'^'^--">- 

Supposto  il  teorema  vero  per  n—\  funzioni,  se  ne  de- 
duce che  esiste  una  funzione  ^(x^^^,Tn-\,Xn)  (dove  Xn  fi- 
gura come  un  parametro)  tale  che  : 


Siccome  poi  si  ha: 

0/;-     OA 


rt=l,2,...,n-i;, 


ne  segue: 

ossia,  supposta  —^  continua   (come  si   suppongono   con- 

^Xi 

tinue  le  derivate   delle    varie  /a   rispetto  a  tutte  le  va- 
riabili di  indice  diverso  da  h): 

JV*_^OA 
da  cui  segue  che  fn  -  ^  —  dovrà  essere  indipendente  da 

i)Xn 

Xi  ,  qualunque  tra  i  valori   l,2,...,w— 1  prenda  l'indice  L 
Pertanto  sarà: 

e,  posto: 


sì  avrà  infine: 


*+    j  ^3C„)dTn^G, 
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224.  Supponiamo  ancora  la  f[oOjy)  continua  nel  campo 
rettangolare  dell'  art.  216.  La  f^y)  sarà  continua,  e  quin- 
di (art.  73.  integrabile  nell'intervallo  op. 

Poniamo: 

/  f(oo,y)dx=F(x,y)  ,fF(x,y)dy^^^(x,y),  (1) 


6 

da  cui: 


^      ,     "dfY^,!/)  E»^      X    7>G(Xyy) 
f(x,y)=  '-~-^,  F(x^)=  ^  ^    '^^ 


e  quindi: 

^      ,     7>^0(x,y) 
f(:c,y)=  \  \J  ^ 
7>y  7)^ 

Poiché  f(oo,y)  è  continua,  può  anche  scriversi  (art.  188): 

Ora  segue  dalle  (1): 

9(!/)=J  f(x,y)doo=  F(b,y)-F(a,y), 

a 

J'P(y)dy=^J  dyj  f(x,y)dx=j  F(b,y)dy-j  F(a,y)dy 


a 


'^CKbfiJ  -  0(b,aJ-0(aJ?M-0(a,«), 
e  dalla  (2): 

quindi: 

J  cto  J/(x,y)dy^O(b,^)^G(aJ^)^G(b,a)+G(a,a). 
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Dunque: 

Jdy  J  f(<^,y)d<><^  f  doo  j  f(a!,y)dy, 

a  a  a  a 

cioè,  se  fì[x,y)  è  continua  nel  campo  considerato,  è  lecita 
V  inversione  dell'  ordine  delle  integrazioni. 

225.  L' inversione  testé  accennata  non  è  più  lecita  in- 
condizionatamente, quando  gF  intervalli  d*  integrazione 
sieno  infiniti,  o  quando  la  funzione  divenga  infinita  in 
qualche  punto  del  campo  C.  Senza  trattenerci  sulla  ri- 
cerca delle  condizioni  sotto  le  quali  1*  inversione  è  leci- 
ta (*),  daremo  un  esempio  in  cui  essa  non  lo  è,  appunto 
perchè  la  funzione  da  integrarsi  diviene  infinita. 

Abbiasi  : 

0         0  0  0 

È  focile  verificare  che: 

quindi: 

/y«  -  a?«  1        /"  y*-afl      .  1 

0  0 

Ne  segue  : 


n  P.  68.  ti  dimostrerebbe  facilmente  che,  sotto  le  condizioni  dell*  art.  fili, 
Il  ha: 
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0 


e  infine: 


Resterebbe  pure  da  studiare  Y  invertibilità  dell'  ordine 
delle  integrazioni  quando  i  limiti  sono  variabili;  ma  di  ciò 
dovremo  occuparci  più  innanzi  (art.  228). 

226.  La  derivazione  e  Tintegrazione  sotto  il  segno  ser- 
vono utilmente  alla  deduzione  di  nuovi  integrali  definiti 
da  altri  di  valore  già  noto. 

Noi  daremo  qui  alcuni  esempi. 

1.  —  L'integrale: 

/dx    it 

soddisfa,  come  si  verifica  facilmente,  a  tutte  le  condi- 
zioni per  la  derivazione  sotto  il  segno,  anche  ripetuta  un 
numero  indefinito  di  volte.  Derivando  n  volte,  si  ottiene: 


ni/ 


dx  13    5      2w— 1  flr    1      , 


0 

ossia: 


ra?«+i//^i      2  2    2"'     2      2  y' 


J    fajs+y^^+i         2.4.6....2n      2   y"^"^ 

0 


dx  __  1.3.5...r2n— i;  jr  J^      , 

2.  —  Anche  all'  integrale: 


/ 


y 
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è  applicabile  la  derivazione  sotto  il  segno.   Si  ottiene  de- 
rivando w— 1  volte: 

/    e-y^  a?«-<  da;=Cn— i;!y-". 

0 

In  particolare  per  (/=!  si  ha  la  formola  nota  (art.  178): 
j    e-^  a?"-i  dw=T(n)=(n  -\)\. 

0 

3.  Si  ha,  supposto  y>0  : 

1 


/ 


quindi: 

J  dy  f  ir:ydx=lg2. 

0  0 

D' altra  parte: 

f  dyf  xy  dx=  fdxf  xy  dy==f  ^a?. 

0  0  0  0  0 

quindi: 


Integrali  multipli. 

227.  Come  per  le  funzioni  d'una  variabile  si  è  introdotto 
il  concetto  di  integrale  definito  esteso  ad  un  intervallo  j 
così  per  le  funzioni  di  più  variabili  si  può  introdurre  quello 
di  integrale  definito  esteso  ad  un  campo. 
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Abbiasi  una  funzione  f(x,y)  definita  in  un  campo  <7,  e 
si  divida  questo  campo  mediante  linee  continue  in  un 
numero  qualunque  n  di  parti,  le  cui  grandezze  (*)  si  in- 
dicheranno rispettivamente  con  ^x,^^,..fin.  Conservando 

le  notazioni  dell'art.  67,  può  dimostrarsi  come  in  queir  ar- 
ri fi 
ticolo  che  2  ^a  ìa  e  2  «'a  Za  ,  al   crescere  indefinito  di  n, 

A=1  h=A 

tendono  a  due  limiti  determinati  ft,  K,  e  che  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  perchè  sia  k=K  è  che  sia: 

lim  2  ^hDh=^.  (1) 

nssae  A=:1 

Diremo  che  un  sistema  A  di  suddivisioni  è  normale  se, 
presa  p  ad  arbitrio,  può  determinarsi  uno  stadio  di  sud- 
divisione in  cui  ciascun  campo  parziale  possa  essere  rac- 
chiuso entro  un  cerchio  di  raggio  p 

Supponiamo  il  sistema  di  suddivisioni  prima  conside- 
rato spinto  abbastanza  innanzi  perchè  sia: 

2  ^A  -Da  <  -^, 

essendo  a  presa  ad  arbitrio.  Diciamo  p  la  lunghezza  com- 
plessiva delle  linee  che  danno  luogo  allo  stadio  di  suddivisio- 
ne che  soddisfa  a  tale  condiziono,  aumentata  della  lunghezza 
del  contorno  di  C\  e  indichiamo  per  brevità  con  X  l'in- 
sieme di  quelle  linee.  Consideriamo  un  secondo  sistema 

A  di  suddivisioni ,  che  supporremo  normale ,  e  i  cui  ele- 
menti contraddistingueremo  con  una  lineetta  sovrapposta; 
e  imaginiamo  questo  sistema  di  suddivisioni  spinto  abba- 
stanza innanzi  perchè  ogni  campo  parziale  possa  essere 

racchiuso  entro  un  cerchio  di  raggio  p=^-— .  L' insieme 


D  Abbiamo  veduto  nell' in/rodustone,  e  ritroveremo  nelle  ilpp^caeiont  y0om«/n«  • 
che,  che  la  grandezza  d'  un'  area   piana  ò  rappresentata  da  un   integrala  definito 
ordinario;  lo  stosso  può  dirsi  della  lunghezza  d'  una  curva,  di   cui   parleremo   fra 
poca 
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(lei  cerchi  di  raggio  2p  aventi  il  centro  in  tutti  i  punti  del 
contorno  dì  C  b  delle  linee  dell'  insieme  X  ricoprirà  una 
superficie,  la  cui  parte  contenuta  nel  campo  (7  sarà  <4pj9(*) 

ossia  KixjTf  6  in  essa  saranno  comprese  tutte  quelle  parti 

^'h  che  non  sono  contenute  per  intero  in  alcuna  delle  parti 

^„5'„ ,^«  ,  sicché  l'area  complessiva  di  queste  sarà  <^, 

e  la  parte  della  somma  2  9hi>h  ad  esse  relativa  sarà  <Cr^. 

Per  le  parti  ^h  contenute  per  intero  in  una  delle  parti 
^„^„ fin  si  ha  come  all'  art.  68  : 


quindi  : 


2  ^hDh^i  ^nOkK-^, 

A=1  A=1  2 


2  ^ii/>A<cr, 


relazione  che  dimostra  che,  se  la  (1)  sussiste  per  uno  spe- 
ciale sistema  di  suddivisioni,  essa  sussiste  pure  per  ogni 
sistema  normale. 

Infine,  seguendo  la  stessa  via  tenuta  nell'art.  69,  si  dì- 
mostra  che,  quando  sia  soddisfatta  la  (1)  per  un  dato  si- 

n 

stema  di  suddivisioni ,   il  limite   comune  di  2  ^hhe  di 

fi 

2  ^A  Za  è  lo  stesso  per  qualunque  sistema  normale  di  sud- 

hssA 

(')  Supposto  che  le  lineo  dell*  Insieme  X  sbbiano  in  ogni  panto  tangente  de- 
terminata, si  consideri  una  di  queste  linee,  e  per  ogni  punto  di  essa  si  conduca 
la  normale,  segnando  su  questa  I  due  punti  che  disiano  di  2p  dal  punto  della 
curva.  Tali  punti  generano  due  linee  (parallele  alla  linea  considerttta),  ed  è  facile 
dimostrare  che  1*  area  racchiusa  fra  esse  ò  eguale  al  prodotto  di  ip  per  la  lun- 
ghezza della  curva.  Lo  stesso  può  dirsi,  a  meno  d*una  quantità  dell'ordine  di  gran- 

a 

dezza  di  p  »  se  vi  ò  un  numero  finito  di  punti  In  cui  la  tangente  è  indeterminata. 
Ripetendo  lo  slesso  ragionamento  pel  contorno  di  C,  e  osservando  che  una  parte 
dell'area  corrlspondento  rimane  estorna  al  campo  C,  si  ha  11  risultato  del 
lesto. 
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divisioQi.  Esso  è  pure  il  limite  di  2  S'a  A ,  dove  fh  è  uno 


A=1 


qualunque  dei  valori  della  [funzione  nella  parte  ^a  ,  e  si 
dice  l'integrale  definito  di  f|fx,y)  esteso  al  campo  C.  Tale 
integrale  si  denota  con  : 


Kxyy)df3, 


dove  d<7  indica  l'elemento  d'area  del  campo 

228.  Tra  gli  infiniti  siste- 
mi possibili  di  suddivisioni 
del  campo  C,  ve  n'  ha  uno 
particolarmente  semplice,  ed 
è  quello  che  si  ottiene  me- 
diante rette  equidistanti  pa- 
rallele rispe  ttivamente  ai 
due  assi.  Dette  Ay,Aj»  le  lo- 
ro distanze,  e  indicando  con  (xh^yiO  un  punto  del  campo 
Bhy  sarà: 

2  8'aA=  S  f(Xh,yh)»ÙLxù.yy 

dove  6=1  per  quei  rettangoli  che  sono  contenuti  intera- 
mente nel  campo  6\  0<1  per  quelli  che  vi  sono  contenuti 
solo  in  parte.  Ora,  per  una  osservazione  fatta  nell'articolo 
precedente,  la  somma  di  questi  ultimi  rettangoli  è  sèmpre 

<29\/A/'+^{/'>  dove  ?  è  la  lunghezza  del  contorno,  e 
quindi  può  scriversi  : 


h=\  hr=s\ 


<2gi\/A.r«+Af/«, 


dove  l'apice  apposto  al  secondo  segno  S  vale  ad  indicare 
che  la  somma  si  estende  soltanto  ai  rettangoli  compresi 
interamente  entro  C.  Ne  segue  : 


lim 


2  ^y^  /i  =  Uni  2'  /(xk^yiOàxày, 

Assi  A  xssO  A=1 
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ossia  : 


=> J  f(3c>y)do 


'-  lini  :SiY(oohjyh)àxAy. 

{C)  AysO 

Supponiamo  per  semplicità  che  qualunque  parallela  ad 
uno  degli  assi  tagli  il  contorno  di  C  in  due  punti  al  più, 
e  quindi  che  vi  siano  due  sole  tangenti  parallele  a  cia- 
scuno degli  assi  (*).  Sia  i+1  il  numero  delle  parallele 
all'asse  x  che  tagliano  il  contorno  di  (7,  e   indichiamole 

con  a^Au /u  .  Se  nella  striscia  determinata  da  a*  e  a/t+1 

sono  contenuti  n*  rettangoli,  e  se  i  loro  lati  posti  su  ak,  tutti 

eguali  a  àx,  si  denotano  con  r/*^Yt'*^i Tr^^*^  mentre  y^==^ 

è  r  equazione  della  retta  a/t,  si  potranno  prendere  pei 
punti  (Xh.yh)  della  formola  precedente  relativi  ai  ret- 
tangoli considerati  altrettanti   punti   (xk\yr\K) j  (xiet^-rikìy 

,Xhri^.(r\k)  posti  rispettivamente  sui  tratti  Tl^*^Tl^*^ ^^^Jc^^* 

e  si  avrà: 

*•* 


•-ir      ^k  n 

=  lim    2    Ay  S  f(Xkumhi^''^ 
^x=!ò  k^^        /=i 

=  lira    2     ù^y  lim   2  f(Xktyrik)^{r^^   . 


Ora  indichiamo  con  ^y)My)  '^  ascisse  dei  due  punti 
di  intersezione  del  contorno  di  CcoUa  retta  y^=^.  L'insieme 

dei  segmenti  Vi^^^Tt^^^ 'Tr^t^^'   ^iff^^irà  tanto  meno  dal 

tratto  di  questa  retta  contenuto  entro  (7,    quanto  più  di- 
minuirà Aar,  quindi  si  avrà: 

lim  2  [(Xk.-nkìv^^^^^  I       f(x,r\k)dx. 


(*)  Se  ciò  000  ò,  si  potrà  —  salvo  casi  ecceziooall  —  dividere  il  campo  C  io 
UD  oumero  flnilo  di  parti  per  ciascuoa  delle  quali  lecoodizlool  del  testo  sodo  ve- 
rificate. 
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Dette  a,  ^  le  ordinate  delle  tangenti  parallele  all'  asse 
07,  il  tratto  t)o  tjf  differirà  tanto  meno  dal  tratto  «p  quan- 
to piti  andrà  diminuendo  Ay,  e  si  avrà  infine: 

I—  lira    2  Ay  I        f(x,t\H)dasssz  1  dy  1       f(a;,y)dw. 

Se  si  rifa  il  medesimo  ragionamento  invertendo  le  par- 
ti dei  due  assi,  e  si  indicano  con  p(x),a((v)  le  2  ordinate  dei 

punti  d' intersezione  del  contorno  di  C  colla  retta  a?=^, 
e  con  a,  b  le  ascisse  delle  tangenti  al  contorno  parallele 
all'asse  y,  si  trova  analogamente: 

//•b  /•a  m) 

f(oc,y)d(j^j  dx  j      f(x,y)dy. 

(CJ  a  prm) 

Questo  integrale,  come  quello  dell'  art.  225,  dicesi  un 
integrale  doppio;  e  la  formola  precedente  ci  mostra  come, 
e  con  quali  modificazioni,  possa  farsi,  nel  caso  di  integrali 
a  limiti  variabili,  Y  inversione  delle  derivazioni. 

Si  vede  pure  di  qui  come  il  calcolo  d'  un  integrale 
esteso  ad  un  campo  a  due  dimensioni  si  riduca  a  due  in- 
tegrazioni successive. 

Air  integrale  di  campo  considerato  può  darsi  un'  altra 
forma  notevole. 

Poniamo: 


/ 


f(x^)dx=F(aì,y)t, 


sarà; 


7=   /  [FMy),y)-F(v.(y),yJ]d!/ 

a 

B  B 

=  /  F(y>(y),y)dy-  j  F(^yJ,y)dx. 
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Se: 

sono  le  equazioni  parametriche  del  contorno  y  del  campo 
C,  introducendo  nei  due  integrali  precedenti  la  t  come 
variabile  indipendente,  essi  si  trasformeranno  in  due  in- 
tegrali estesi  rispettivamente  ai  valori  di  t  corrispondenti 
ai  due  archi  in  cui  è  diviso  il  contorno  y  dai  punti  di 
ordinate  «  e  p,  essendo  questi  archi  percorsi  ambidue 
dal  primo  andando  al  secondo  di  questi  punti,  cioè  in 
senso  contrario.  Potremo  pertanto  scrivere: 


-/ 


F(cr(thy(tW(t)dt, 


essendo  T  integrale  esteso  ai  valori  di  t  corrispondenti  a 
tutti  i  punti  della  curva  y,  percorsa  tutta  in  uno  stesso 
senso. 

Molti  dei  teoremi  relativi  agi'  integrali  semplici  si  e- 
stendono  immediatamente  o  con  poche  modificazioni  r  • 
gl'integrali  doppi. 

229.  Accenneremo  brevemente  al  modo  di  estendere  il 
concetto  di  integrale  di  campo  al  caso  in  cui  il  campo 
d' integrazione  divenga  infinito,  o  lo  sia  la  funzione  da 
integrarsi  in  qualche  punto  del  campo  stesso. 

Si  abbia  un  campo  infinito  C,  e  si  prenda  una  succes- 
sione infinita  di  campi  finiti  (\y  C\,  C,,...,  aventi  le  pro- 
prietà seguenti: 

a)  di  essere  tutti  compresi  entro  C\ 

b)  che  ciascuno  di  essi  contiene  i  precedenti  ; 

e)  che,  preso  un  punto  qualunque  del  campo  Cj  può 
sempre  trovarsi  un  campo  di  quella  successione  che  lo 
contenga. 

In  tal  caso,  se  la  funzione  fCx.y)  è  integrabile  in  cia- 
scuno dei  campi  Ci  ,  e  se  la  successione  : 

/  f(^yy)d<J,  j  fCx,y)d<j,   ff(.v,y)d(7, 


ic^)  {C^)  (C,> 
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ammette  no  limite,  questo  limite  si  definisce  come  Tinte- 
praJe  di  f(x,y)  esteso  al  campo  C.  Si  scrive  cioè: 

J  f(x,y)dcf  =  Ibn    j  f(x,y)da. 

Supponiamo  invece  che  il  campo  C  sia  finito,  e  che  la 
funzione  f(x,y)  sia  infinita  in  un  punto  P  di  esso.  Pren- 
diamo una  successione  di  campi  Ct.C^X\ ,  aventi  le  pro- 
prietà seguenti  : 

a)  di  essere  tutti  compresi  entro  C,  e  di  contenere  tutti 
il  punto  P; 

bj  che  ciascuno  di  essi  è  contenuto  nei  precedenti; 

e)  che,  preso  un  punto  vicino  quanto  si  vuole  a  P,  e- 
siste  sempre  un  campo  della  successione  che  non  lo  con- 
tiene. 

Allora,  se,  indicando  con  d  il  campo  ottenuto  togliendo 
Ci  da  C,  la  funzione  f(x,p)  è  integrabile  in  ciascuno  dei 
campi  Ci ,  e  se  la  successione  : 

/  f(x,y)da,  I  f(Jc,y)drj,    1  f(x,y}da, 

<^i)  <^.)  <^.> 

ammette  un  limite,  questo  limite  si  definisce  c^me  l'inte- 
grale di  f(x,y)  esteso  al  campo  C  Si  scrive  cioè  : 

/  f[x,y)d^=  lim     1  f(x,y)da, 

230.  Le  cose  dette  si  estendono  senza  difficoltà  agl'in- 
tegrali estesi  a  campi  ad  un  numero  qualunque  di  di- 
mensioni. Il  calcolo  di  questi  integrali  si  riduce  ad  un 
certo  numero  di  integrazioni  successive  rispetto  ad  ai- 
trottante  variabili  diverse,  dove  i  limiti  di  ciascuna  inte- 
grazione possono  dipendere  da  tutte  le  variabili  rispetto 
a  cui  r  integrazione  non  fu  ancora  eseguita. 
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Trasformazione  degl*  integrali  multipli. 

231.  Abbiasi  un  integrale  esteso  ad  un  campo  finito  C 
ad  n  dimensioni ,  che  imagineremo  posto  sotto  forma  di 
integrale  w-uplo,  e  scriveremo  così  : 


Vogliamo  vedere  quale  forma  assuma  l'integrale  quan- 
do in  luogo  delle  x  s' introducano  altre  n  variabili  indi- 
pendenti tj  legate  alle  prime  dalle  relazioni  : 

^t=^/yi>^i y^)  I  ,,, 

/.  (1) 

^n=9nC{/,J/„ Un)     ) 

il  cui  determinante  funzionale,  per  Tindipendenzà  delle  x, 
non  è  (art.  205)  identicamente  nullo. 

Il  problema  che  ci  proponiamo  è  un'estensione  di  quello 
trattato  nell'art.  145;  e  anche  qui  talvolta  il  cambiamento 
di  variabili  può  condurre  per  via  facile  al  calcolo  dello 
integrale  considerato. 

Si  è  veduto  (art.  237)  che  dal  sistema  (1)  può  dedursi 
un  sistema  di  relazioni  della  forma  seguente. 


a?n-1=tOn-l(^a?„a?,, 'Xn^%yn-Ayyn) 


dove  w,  è  la  stessa  funzione  9,,  e  dove  nessuna  delle  ;;^-^ 
è  identicamente  qulla. 
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Dopo  ciò,  tenuto  conto  che  nella  integrazione  rispetto 
ad  a?n  restano  costanti  .r,,.r„....,a?n-i,  abbiamo  (art.  145): 

e  quindi: 

Poiché  si  può  invertire  l'ordine  delle  integrazioni    mo- 
dificando convenientemente  i  limiti,  potrà  scriversi: 

7=  j        dyn  dxydx^,...dxn^\  j  /t^i5^jv...,^n-i,w«  j^T:^^^»-» 

e,  siccome  neir  integrazione  rispetto   ad  ojn-i  restano  co- 
stanti cr„a?,....a?n-j,i/fi,  sarà: 


/ 


.      <>i» 


dove  s' intenderà  sostituita  co^-i  ad  Xn^\   in  wn  e   in  ^ 

7>Un 

Proseguendo  allo  stesso  modo  si  avrà  finalmente: 
1=)     /•rco.,co.,....,con-i,co„;—  ^^^....  —  dy,dy,..dyn  , 

dove  dovrà  intendersi  sostituito  ogni   volta  Wi-i  ad  ari— i 

in  coi-  e  in  ^-^.  Con  ciò  la  /7w„a), ,(0»;  si  riduce  ad  una 

'i>yi  i\   i    %     >     ^ 

funzione  delle  sole  y.  D'altra  .parte  anche  /r9i,9„....,9« } 
contiene  le  sole  y\  e,  poiché  le  due  espressioni  devono  a- 
vere  lo  stesso  valore  per  ogni  sistema  di  valori  delle  t/, 
e  queste  sono  indipendenti,  dovrà  essere  identicamente: 
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Inoltre  si  è  trovato  (art.  207): 

dy,  Oy,""  t)«/»      «ifyi.y, ,y«/ 

quindi  si  ha  finalmente: 

1=  rV9..9....,9»  /I^;!;'"'!;")  dy,dy,....dyn . 

Non  possiamo  trattenerci  a  cercare  con  quali  restri- 
zioni questa  forraoia  sia  valida  quando  il  campo  d'inte- 
grazione è  infinito. 

232.  Lo  studio  particolare  del  caso  di  n=2  ci  condur- 
rà air  interpretazione   geometrica  del   fattore  -rr-^  che 

compare  neir  integrale  trasformato,  interpretazione  che 
può  estendersi  al  caso  d'  un  numero  qualunque  di 
variabili  mercè  V  uso  del  linguaggio  della  geometria  ad 
n  dimensioni. 

Per  uniformarci  air  uso  comune,  indicheremo  le  varia- 
bili primitive  (coordinate  cartesiane  ortogonali^  con  x,y,  le 
trasformate  con  x',y'. 

Abbiasi  adunque  l'integrale: 


y)dxdy 

esteso  ad  un  certo  campo  C, 
il  cui  contorno  diremo  y^ 
e  vogliasi  introdurre  in  esso 
le  nuove  variabili  a:',/ lega- 
te alle  Xyy  dalle  relazioni: 

il  cui  determinante   funzio- 

zionale  }',.  non  sia  iden- 
»  d(af,y) 

ticamente  nullo.  In  tale  ipo- 
tesi le  x',y'  potranno  alla  lor 
volta  considerarsi  come  fun- 
zioni delle  x,y  (art.  203): 

YiVAm,  Caholo  InfiniMmak  19 
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L*  equazione: 

dove  la  costante  può  assumere  un  valore  qualunque,  rap- 
presenta una  famiglia  infinita  di  curve  che  diremo  IT,; 
noi  supporremo,  per  semplicità,  che  due  sole  di  queste 
curve  3Ìeno  tangenti  alla  linea  y  (*)»  ©  quindi  —  come  si 
può  stabilire  facilmente  —  che  ciascuna  delle  curve  imita- 
gli Y  tutt'al  più  in  2  punti.  Sieno  c^cf,  i  valori  della  co- 
stante corrispondenti  alle  due  curve  tangenti,  e  sia  c,<d,. 
Facciamo  le  stesse  ipotesi  per  la  famiglia  di  curve  if, 
di  equazione: 

e  sieno  t]^=c„iQ,=ad,>c,  le  due  curve  della  famiglia  tan- 
genti a  Y.  Posto: 

*         w         '        n 
dove  n  è  un  numero  intero  qualunque,  le  curve: 

divideranno  il  campo  C  in  quadrilateri  curvilinei,  in  ge- 
nerale differenti  tra  loro,  ma  che  differiranno  tanto  me- 
no dalla  forma  di  parallelogrammi  quanto  più  crescerà  il 
numero  n.  Sia  M^PQ  uno  di  tali  quadrilateri,  e  suppo- 
niamo i  lati  NP,QM  appartenenti  alla  famiglia  H^,  i  lati 
MN,PQ  appartenenti  aUa  famiglia  H^.  Se  x,y  sono  le 
coordinate  di  M,  quelle  di  N  sono,  a  meno  di  infinitesi- 
mi d'ordine  superiore  (rispetto  a  VV+V  considerato 


(*)  Cfr.  la  nota  ali* art.  2tt.  D'altroDde  la  restrizione  non  ha  qai  nesauna  im- 
portanza, trattaodosl,  non  già  di  una  dlmoatrazloDe,  ma  soltanto  d*  una  illostra- 
ziune  geometrica. 
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come  infinitesimo  principale;,  a?4- ;;^  Ai» y+  7^  h^,   e 

quelle  di  0  ^-?-y  K,  y+  -7^  h^  quindi  l'area  del  qua- 

VI/  W 

drilatero  MNPQ  considerato  come   un  parallelogrammo 
sarà,  a  meno  d' infinitesimi  d' ordine  superiore: 


ce 


-+^Ky+%n, 


Oa;' 


■Oa/ 


X- 


O»   j,    „_L    01/     I, 


Si  avrà  cioè,  nel  nuovo  sistema  di  suddivisioni: 


.ffaa-frM,'^''^- 


d(a>W) 


Concludendo,  .[,,,  è  il  fattore  per  cui  si  deve  mol- 

tiplicare  il  prodotto  dei  differenziali  delle  nuove  variabili 
indipendenti  per  avere,  a  meno  d' infinitesimi  d' ordine 
superiore,  V  area  d' uno  dei  campi  parziali  corrispondenti 
al  nuovo  sistema  di  suddivisioni. 

Considerando  l'integrale  trasformato  come  un  inte- 
grale doppio,  restano  da  determinarsi  i  limiti  delle  due 
integrazioni. 

Una  curva  della  famiglia  jfiT,: 

dove  c,<p<<„  taglia  y  '^^  due  punti,  per  ciascuno  dei 
quali  passa  una  determinata  curva  H^.  Sieno  tali  curve: 
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A  ciascun  valore  p  compreso  fra  c^  e  d,  corrispondono 
due  determinati  valori  g  ed  r  (compresi  fra  e,  e  d^),  cioè 
7  ed  r  sono  funzioni  p/p)Xp)  di  p  definite  neli'  intervallo 
c,d,.  Lungo  il  tratto  della  curva  t),fit?,yj=»^,  ossia  y'=Pf 
contenuto  entro  C,  ri/x,i/),  ossia  ar',  assume  tutti  i  valori 
compresi  tra  q  ed  r,  cioè  tra  ji^pj  e  v(p).  Scrivendo  quindi: 

V  integrazione  rispetto  ad  a/,  nella  quale  si  deve  tenere 
y'  costante,  dovrà  estendersi  da  af=^tj')  a  x'^=^yj,  l'in- 
tegrale interno  risulterà  una  funzione  della  sola  y,  che 
indicheremo  per  un  istante  con  fi(y'),  e  si  avrà: 


=/. 


ri/Jdy'. 

V  integrazione  rispetto  ad  t/*  dovrà  poi  essere  estesa 
a  tutti  i  valori  //'  corrispondenti  a  curve  H^  che  tagliano 
Y,  cioè  air  intervallo  c,rf,.  Si  avrà  dunque: 

Se  ripetiamo  il  ragionamento  scambiando  af  con  y',  e 
indichiamo  con  p(af),a(x*)  i  valori  della  costante  corrispon- 
denti alle  due  curve  H^  passanti  pei  due  punti  d'inter- 
sezione di  Y  colla  curva  H^  di  equazione: 

otterremo: 

233.  Come  applicazione  delle  cose  esposte,  stabiliremo 
una  formola  relativa  agi'  integrali  euleriani  data  senza 
dimostrazione  alla  fine  dell'  art.  184. 
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Neil'  integrale  (art.  178): 

T(p)=r  e-^tP-^dt 

0 

si  ponga  t=^  ;  si  avrà: 

TfpJ^^J    e-*»a?«P-i  dx,  (1) 

0 

e  analogamente: 

rfqj^&je-^j^^dy. 

0 

Segue  di  qui,  tenuto  conto  che  Tfq)  non  dipende  dalla 
variabile  a?: 

0 

=4  /    ^-«»fl?«p-M     /    e-yh/^-^dy  \dx  ; 
ora  e-^O'x^p-^  non  dipende  da  y,  quindi  può  scriversi  : 


^»* 


0  a 

ossia,  secondo  V  uso  comune  : 

r(i);r^2>=4  J    dx  J    e-^^-^ad^-^y^-^dy. 

0  0 

Evidentemente  può  scriversi  anche  : 

T(p)T(q)=A  I    dy   f  e^^-y^a^-^y^'^dx.         (2) 

0  0 
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Consideriamo  x,y  come  coordinate  cartesiane  ortogonali, 
e  introduciamo  le  coordinate  polari  p.9  legate  ad  esse  dalle 
note  relazioni  : 

ofcsapcos^,    yc=spsen(p, 
da  cui  segue: 

Avremo  : 

^•«-if«ar«p-iy«tf-*  dar  dy 


f 


e-f  p'*f*'*«-^co^-^«fseii^-'*<pdpdf 


'p«p-^^-^cosV-i9s^n>9-i9  dtp 
x=  /  ^p*p^-^^-M     /  cos^.«-^(ps^n*9-i9  d9  dp 

=  y  co^^P-^9sen^'-^(pd(p.  J  e-^p^^'^-^dp. 

Ora  r  integrale  doppio  (2)  può  considerarsi  come  un 
integrale  esteso  al  campo  infinito  racchiuso  dalle  parti 
positive  degli  assi  coordinati;  quindi  nell'integrale  trasfor- 
mato rintegrazione  rispetto  a  p  dovrà  estendersi  da  Oa  qo, 

e  quella  rispetto  a  9  da  0  a  -p-.  Sarà  cioè  : 

^(P)^9)=^j  *  cos«i»-^9S^w«9-^9  d9.    /    e-p*p^-^2g-i  dp^ 
a  0 

Ma  per  la  (1)  : 

2  r  e-9^^-^^9-^dp=rCp+g), 
0 
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inoltre  (art.  184): 

0 

quindi  si  ha  infine  : 

"(P'9^   rcp^y 

Ricordando  cbe  (art.  178,184)  : 

r(i>=»i  .  b(|1)-«, 

segue  da  questa  forinola: 
Ora,  per  la  (1): 

0 

inoltre,  posto  ir=— a?'  : 


^dH/^-^'^^' 


Je-''*dx:=-f     e-<^*dx'=re-«^dx'. 


0 

ossia: 

0                                 -• 

ù 

0 

Dunque  : 

r(l)=/"^^, 

—00 

e  quindi: 

—00 
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PARTE  QUARTA 

APPLICAZIONI  GEOMETRICHE 


A.  CURVE  PIANE 

Tangente  e  normale. 

234.  Abbiasi  un  tratto  di  curva  AB,  il  quale  venga  ta- 
gliato in  un  sol  punto  da  ciascuna  parallela  all'asse  y 
condotta  per  un  punto  qualunque  della  sua  proiezione 
A'B*  suir  asse  x.  I  valori  che  prende  Y  ordinata  y  corri- 
spondentemente ai  valori  di  x  compresi  fra  OA!=a  e 
OB'=b  costituiscono  una  funzione  y='f(x)  definita  nello 
intervallo  ab;  e  la  curva  può  considerarsi  come  Timagine 
geometrica  di  questa  funzione. 


Sieno  PyQ  due  punti  dell'  arco  AB,  FQ  le  loro  proie- 
zioni suir  asse  x\  la  PQ  prolungata  tagli  l'asse  a?  in  S,  e 
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la  parallela  a  quest'  asse  condotta  per  P  incontri  <JQ 
(prolungata  se  occorre)  in  R.  Posto  : 

sarà,  in  grandezza  e  in  segno  : 

P'Q'=PR=àx,  i?a=Ay; 
quindi,  pure  in  grandezza  e  in  segno: 

tangXSPt=4angRPQ=^. 
Ora,  se  la  funzione  f(x)  ammette  la  derivata,  si  ha: 

quindi  all'avvicinarsi  di  0  a  P  la  corda  PO  tende  verso 
una  posizione  limite  PUj  il  cui  coefl9iciente  angolare  è 
f(x).  Si  ha  cioè,  indicando  con  T  il  punto  d' intersezione 
di  Pi7  coir  asse  x: 

tangXTP=r(x)=J£ 

La  posizione  limite  della  corda  PQ  quando  Q  tende  a 
P  si  dice,  come  è  noto,  tangente  alla  curva  nel  punto  P; 
quindi  : 

Il  coefficiente  angolare  della  tangente  alla  curva 
y=fl[x)  in  un  punto  (x,y)  è  il  valore  della  derivata  della 
funzione  fl[x)  per  il  valore  di  x  corrispondente  a  quel 
punto, 

I  coseni  direttori  della  tangente  sono: 


dove  il  segno  è  arbitrario  (riferendosi  i  due  segni  ai  due 
versi  nei  quali  può  considerarsi  la  tangente) ,  ma  deve 
essere  preso  eguale  nelle  due  espressioni. 
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Indicando  -  come  faremo  costantemente  di  qui  innanzi  - 
con  X,Yle  coordinate  correnti,  l'equazione  della  tangente  è: 

Y-y^r(x)  {X-x).  (1) 

Se  r  equazione  della  curva  è  data  sotto  forma  implicita: 

si  Ila  (art.  20\)  : 

'QF 

e  quindi  l' equazione  della  tangente  diviene  : 

Infine,  se  si  hanno  le  equazioni  della  curva  sotto  forma 
parametrica: 

ne  segue  (art.  143): 

dy_uXtJ 

e  quindi  \  equazione  della  tangente  assume  la  forma  ; 

X-x(t)_   Y^y(t) 
xVJ  yW    •  ^""^ 

L' equazione  (1)  può  scriversi,  considerando-j^    come 
un  quoziente  di  due  diflFerenziali  (cfr.  art.  139): 

dx         dy 

Sotto  questa  forma  essa  ci  dice  che  i  punti  di  coordi- 
nate (x,y),  (x+div,y+dyj,  (X,YJ  sono  in  linea  retta,  cioè, 
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col  linguaggio  infinitesimale,  che  la  tangente  è  il  prolun- 
gamento d'una  corda  infinitesima. 

235.  Dal  punto  Q  abbassiamo  la  perpendicolare  QV 
sulla  tangente  in  P. 

Poiché  : 

tangRPQ=-^    .    tangRPV^f(x), 


ne  segue  : 


Ora: 


tangQFV= ^. 


Z-rco^m 


dove  0  è  infinitesima  con  àx,  quindi  : 


^  «^^==H7Wm^r  ^^''• 


Ma: 


quindi  : 


QV^PQ  sen  QPF=-eAa.  cos  QPV^^^^+(^^, 

donde  si  vede  che  QV  è  un  infinitesimo  d' ordine  supe- 
riore al  primo  rispetto  a  àx  come  infinitesimo  principale. 
Se  la  funzione  /l[x)  ammette  anche  la  derivata  seconda, 
si  ha  (art.  120)  : 
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ossia: 

dove  0<T<1.  Sostituendo  nell'  espressione  di  QF,  ed  ap- 
plicando il  principio  della  sostituzione  degr  infinitesimi, 
tenuto  conto  che  cos  QPV  differisce  da  1  per  un  infinite- 
simo (di  2°  ordine) ,  si  ha ,  nell'  ipotesi  della  continuità  di 
r(oo): 

sicché  Q7  è  un  infinitesimo  di  2"  ordine,  il  cui  valore 
principale  è  dato  dal  2^  membro  della  precedente  e- 
spressione. 

Se   fosse  f(x)=0,   supposto  ancora  per  generalità 

r(x)=0 /*'-^Y^>=0,  inoltre  f^J(x)  diversa  da  zero  e 

continua,  si  troverebbe  analogamente: 

236.  Dìcesi  normale  la  retta  condotta  per  un   punto 
della  curya  perpendicolarmente  alla  tangente  nel   punto 

stesso.  Il  coeflaciente  angolare  della  normale  è  —  -^  . , 
e  \  suoi  coseni  direttori  sono: 

±1        ^r(^.) 


La  sua  equazione,   sotto  le  tre  forme  corrispondenti  a 
quelle  date  per  la  tangente,  è: 

X-x(t)^      Y—y(t) 

m        x'(t)  • 
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Diconsì  sottangente  (Si  )  e  sunnormale  (So)  i  segmenti 
dell'  asse  x  compresi  tra  il  piede  dell'  ordinata  e  V  inter- 
sezione dell'asse  rispettivamente  colla  tangente  e  colla 
normale  (nella  figura  TP',  P'N)]  taìigente  geometrica  (  Li  ) 
e  normale  geometrica  (Ln  )  i  segmenti  della  tangente  e 
della  normale  compresi  fra  il  punto  della  curva  e  V  as- 
se se  (nella  figura  PT,  PIS), 

Si  trova  immediatamente: 


S,  =  ^, ,  Sn  =  yy\Lt  =  \^.VH^ 


t^n 


t/v'i+y" 


U  ed  Ln  sono  grandezze  assolute;  St  ed  Sn  hanno  lo  stes- 
so segno,  e  sono  positive  o  negative  secondochè  y  ed  y* 
hanno  o  no  lo  stesso  segno,  cioè  secondochè  T  si  trova 
a  sinistra  o  a  destra,  e  quindi  N  a  destra  o  a  sinistra,  di  P\ 
237.  Abbiasi  una  curva  rappresentata  da  un'  equazione 
in  coordinate  polari: 

Sarà  pei  punti  della  curva,  preso  il  polo  come  origine 
e  r  asse  polare  come  asse  x: 

x=g(<p)cos(p  ,  y=g(9)sen(f, 

quindi  (art.  143): 

dy     ^ 
dy       d<p     g(<p)  cos  (p+g'(<p)  sen  9 


dx      dx^     -g(9jsen(p+g'(<p)cos(^' 
d9 
Il  coeflìciente  angolare  del  raggio  vettore  è  —  ossia 

tang  9;  quindi,  detto  t  Y  angolo  del  raggio  vettore   colla 

tangente,  sarà: 

dy^_JL       9(9)cos9+g'(9)sen<p   ^^ 

dx      OD  ^  —g(9)  sen  9+g'((p)cos(p         ^^ 


tang* 


X  da;  -—gfyjsen^+g'f^jcos^ 
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ossia,  con  qualche  riduzione: 


iangr^ 


dp 
^9 


pd9 
dp* 


(1) 


Si  può  trovare  direttamente  questa  forraola  colle  so- 
lite considerazioni  infinitesimali.  Se  P,F  sono  due  punti 
vicinissimi  della  curva,  e  se  centrando  nel  polo  0  si  de- 
scrive una  circonferenza  di  raggio  OP,  la  quale  tagli  OP" 
In  0,  il  triangolo  infinitesimo  QPF  può  riguardarsi  come 
rettilineo,  e  rettangolo  in  Q,  onde  si  ha: 

tangQP'P^^, 
Ma: 

ang  POP'^^%  ang  QP'P=fx^df^.  PQ=9d%  QP'=^P, 
quindi,  scrivendo  t  in  luogo  di  t— d^: 

pd9 

che  è  la  formola  già  ottenuta. 
,  Se  per  il  polo  si  conduce 
una  perpendicolare  al  raggio 
vettore,  i  tratti  di  questa  com- 
presi fra  il  polo  e  la  interse- 
zione di  essa  rispettivamente 
colla  tangente  e  colla  normale 
diconsi  sottangente  polare 
(  Si  )  e  sunnormale  polare  (  Sa  ) 
(nella  figura  OT,  ON).  Si  ha, 
avuto  riguardo  alla  (1): 


p"       P"d9        «  ^«f_^ 
^'  =  7""dp"  '    ^'^     '^      cfcp- 
Si  vede  che  2<  e  2n  hanno  lo  stesso  segno,  e  sono  po- 
sitive 0  negative  secondochè  lo  è  p',  cioè  secondochè  l'an- 
golo POJV  è  positivo  0  negativo,  e  conseguentemente  POT 
negativo  o  positivo. 
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238.  Esempì.  —  1.  Parabola: 
y«=i4par,  St  =2af,  Sn=2p,Lt  =2^x(p+x),  Ln^=2y/p(p+x). 
La  sottangente  è  doppia  deirascissa;  la  sunnorroale  è 
costante. 

2.  Ellisse  e  iperbola  : 

b^x'  'a' 


1 


La  sunnormale  è  proporzionale  all'  ascissa. 
3.  Iperbola  riferita  agli  asintoti  : 

«—or,  ò«= — -. 


xy=c^\  Si 


X' 


La  sottangente  è  eguale  e  di  segno  opposto  all'a- 
scissa; e  quindi  la  tangente  geometrica  è  eguale  alla  di- 
stanza del  punto  di  contatto  dall'  origine. 

4.  Parabola  d'ordine  qualunque: 

a?»     p       X    ^       ny^ 
a*  '  n  X 

La  sottangente  è  l'n-esima  parte  dell*  ascissa. 

5.  Logaritmica  : 

.v=«*;  Si  =  737—,  8n  =  //«  Ig  a. 


La  sottangente  è  costante. 
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6.  Cicloide  (*)  : 

x==a(^'^sen^),  y=a(ì'--co»\f), 
dove  a  è  il  raggio   del  cerchio  generatore ,  ir  è  V  angolo 


O'C^'  di  cui  il  cerchio  ha  ruotato  quando  il   punto  che 
prima  si  trovava  all'origine  0  ha  le  coordinate  x,y.  Si  ha: 

ossia  Sn  =  PN,  sicché  la  normale  alla  cicloide  nel  punto 
P  è  la  PO',  e  per  conseguenza  la  tangente  è  la  congiun- 
gente di  P  col  punto  opposto  ad  0'. 
7.  Spirale  d'  Archimede  : 


P==a%  2<  =  ~",  2n=a 


a 


C)  È  la  curva  generata  da  un  punto  d' una  circonferenza  che  rotola  senza 
atriiciare  sopra  una  retta.  Sia  C  11  centro  della  circonferenza,  OX  la  retta,  e  pren- 
diamo questa  per  asse  delle  a?  e  il  suo  punto  di  contatto  colla  posizione  iniziale 
della  circonferenza  per  origine.  Considerando  0  come  11  punto  generatore  della 
curva,  e  indicando  con  P  la  sua  posizione  quando  il  centro  della  circonferenza 
mobile  ò  in  C,  con  «|/  l'ampiezza  dell'arco  O'P  da  esso  percorso  sulla  circonfe- 
renza (ossia  r  angolo  di  cui  ha  ruotato  il  raggio  CO  per  portarsi  nella  posizioae 
C'/>),  il  segmento  00'  sarà  eguale  all'  arco  0 7>,  e  si  avrà  quindi  per  lo  coordinate 
ff,y  del  punto  A 

y=J0M=>O'N^0fC~Na^a'^  co*  4«<i(1  -<09  ^), 
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La  sunnormalc  polare  è  costante. 
8.  Spirale  iperbolica: 

r^^  .V  —     n   V  —      ^^ 

P=  —  ,  4ùt  =^  —  «,   in  =  —  — . 


9.  Spirale  logaritmica: 


P=é?«^';  2/=-^,Sn=«p. 


a 


La  sottangente  e  la  sunnormalc  polari  sono  proporzio- 

ViVAKTi,  Caicoh  tnfiniUiimak  19 
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nali  al  raggio  vettore ,  quindi  la  tangente   fa  un   angolo 
costante  col  raggio  vettore. 


Asintoti. 

239.  Veniamo  ora  a  considerare  le  tangenti  ad  una 
curva  in  punti  speciali  di  essa,  cioè  nei  suoi  punti  all'in- 
finito, ossia  gli  asintoti. 

Sia: 

r  equazione  d'  una  curva  algebrica  d*  ordine  n,  e  si  indi- 
chi in  generale  con  Ur  (x,y)  Y  insieme  dei  termini  di 
grado  r  del  polinomio  f(*v,y),  sicché: 

f0^yy)=Un(x,y)'{'Un^\(x,y)'{'...,+ii,(x,yHu^x,y), 

dove  u^  (x,y)  è  una  costante.  Applicando  il  teorema  d'Eu- 
lero (art.  195)  alle  funzioni  omogenee  UT(ojyU),  si  ha: 


7>y       'Dv  "DyJ 

n 
•=1 

e  l'equazione  della  tangente  (art.  234,  (2))  diviene: 

n 

Ora  pei  punti  della  curva  si  ha  2  Ui  =0,  quindi: 

n  n  n  n 

—  S  iui  =—  S  iui  =—  S  iUi  +  n  S  Wf 

i=l  1=0  i=0  t=0 

n  fi— 1 

=  2  (n^i)Ui  =  2  Oi—ijui , 

tV=0  t=0 
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sicché  l'equazione  della  tongento  può  scriversi: 

Convioue  ora  introdurre  le  counliiiate  cartesiane  oino- 
g^MìBj  a;,,a7,,a?„  legcite  all^  coordinate  cartesiane  ordinane 
dalle  relazioni: 

Si  ha  allora  (art.  193): 

tir  (,€,lj)=Ur  (^^  /^)=  ---  ^''*  r^^i'^iA 

inoltre,  tenuto  conto  cbe^^e  ^—  sono   l'unzioni   omo- 
genee  di  grado  r— 1  (art.  191): 

QUrQcjj)^        1        7>Ur  (X.^Xj    "QUr  (X,!/) ^       l        "Olir  (X,,T^) 

L' equazione  della  curva  e  quella  della  tangente,  mol- 
tiplicate rispettivamente  per  a?,«  e  per  xj'-^,  divengono: 

n 

1=0 

n-l 
1=0 

Pei  punti  air  infinito  si  ha  x^),  e  le  equazioni  pre- 
cedenti si  riducono  a: 
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donde,  introducendo  di  nuovo  le  coordinate  ordinarie  : 

tin(x,y)=i), 
y  ■dUn (a;,y)  'Z)ii„ (x,ij)  r  „\—n 

La  prima  di  queste  equazioni  è  omogenea  di  grado  « 
in  x,y,  quindi  ci  dà  n  valori  (finiti,  infiniti,  nulli  o  com- 
plessi, distinti  0  no)  {*)  di  -^,  i  quali  corrispondono  alle  n 

direzioni   che   definiscono  gli  7i   punti  air  infinito   della 
curva.  Ciascuno  di  questi  valori  può  porsi  in  infiniti  rao- 

di  sotto  forma  di  rapporto  —-  di  due  numeri  finiti  ^,%  e 

in  particolare  dovrà  prendersi  4=0  se   il   corrispondente 

valore  di  ^  è  infinito.   Pertanto   gli  n  punti   all'  infinito 

saranno  rappresentati  da  n  coppie,  distinte  o  no,   di    va- 
lori finiti: 

e  le  equazioni  degli  n  asintoti  saranno: 


240. 


.v« 


Esempi.  —  \.  Iperbola: —^ — as*^^*  ^^  ^^' 


0  Se  u^  (x,y;  non  contieDe  alcuna  potenza  di  jd  a  fattore,  si  ha  fart.  193). 
dove  f  ò  di  grado  n,  e  T  equazione  9=0  ci  dà  n  valori   finiti  di  JL.  Se   invece 

X 

tt^  fm^y)  contiene  il  fattore  x^  ,  9  risulta  di  grado  n~s,  e  degli  n  valori  di  JL  n*-« 
sono  finiti  e  gli  altri  infiniti. 
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quindi  i  punti  all'infinito  sono  (a,b)  e  (a,—b),  e  gli  asintoti: 

2.  Cissoide  (*): 

x(x^  +  y"^  )—2aifl  ==0. 
Si  ha; 

quindi  i  punti  all'infinito  sono: 

0,l;l,+i;l,-i. 

II  primo  soltanto  è  reale,  e 
l'asintoto  ad  esso  corrispon- 
dente è: 

X-2a=0. 

cioè  la  retta  AT, 


(*)  Abbiasi  un  cerchio,  e  sia  OA  un  suo  diamelro,  ÀT  la  tangente  nel  punto 
A.  Condotta  per  0  unn  retta  O.V  che  tngli  la  circonferenza  in  if  e  la  retta  ilT  in  iV, 
si  porti  su  di  essa,  a  partire  da  0,  u.i  segmento  OP^MN.  il  luogo  dei  punti  P  si 
chiama  cissoide.  —  Preso  0  comò  polo,  OA  come  asse  polHre,  e  posto  Oi4=Sa,  si  ha.- 

Sa 
OP=zp,AOM=(f,  0.1/=2acM9,  OJV=  ^^, 


quindi: 


ossia: 


\cos^  7 


_  2awn*9 
C0S9 

che  ò  l'equazione  polare  delia  curva.  Da  questa  si  d«iduce    l'equazione  cartesia- 
na rispetto  ad  0  come  origino  e  ad  0.4  come  asse  delle  cb: 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  2&4  - 
Concoide  (*): 

e 


JC  0 


Si  lia: 

sicclie  i  punii  all'  infìiiito  sono: 

0,1  contato  duo  volte;  \.'\-vA,-i. 


('}  Sh  pur  un  fiiinlu  0  si  coniiicc  una  riMla  qualunque,  la  quale  ta};lì  una  rell^ 
il.><Ka  HC  \\\  un  punto  t/ ,  e  sull.i  soi.anlo  8i  porta,  a  partire  da  JT,  da  ambe  le 
pjMti  un  «cjinieiilo  di  lunxhozza  fissa  6,  il  Iuoììo  de^li  osirenii  P.P  dei  sej^menli 
cosi  detenninalì  ò  una  curva  che  dlcesi  concoide.  Preso  0  conio  polo,  e  la  perpen- 
dicolare 0.4  condi'ttii  da  0  ulta  liC  conio  asse  polare,  e  posto  OAz^a^  si  ha: 

a 

ossia: 

o  a  o 

(pco«9— a)    —6*  cos*-  9=0. 
Di  qui  si  deduce  V  equazione  caricsiana  rispetto  ad  0  come  origine  e  ad  DA  conio 
a>se  Xi 

[x^  -^y^  )  {x-^)^  -6*  a?*  =0. 
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L'equazione  degli  asintoti  è: 

(4afl  +  2xy^  )  X+'^co'^  y  Y'-2ux(a^  +(/«  >=0, 

ossia  sopprimendo  il  fattore  2x\ 

r^a?*  +  V^jX+ryY^a(x'^  +  y^  )=0. 

Per  avere  V  asintoto  deir  unico  punto  all'  infinito  rea- 
le, deve  porsi  qui  ;r=0.  r/=l;  si  ha  allora: 

cioè  l'asintoto  è  la  rotta  BC, 


Punti  multipli  e  cuspidi. 

241.  Data  una  curva  di  equazione  : 

/r^,(/>=0,  (1) 

dove  /*è  una  funzione  che  ammette  le  derivate  prime,  è 
sempre  detcrminata  la  tangente  in  o^ni  suo  punto?  La 
equazione  (2)  delTart.  ZW  mostra  che  la  tangente  è  inde- 
terminata soltanto  nei  punti  in  cui  sono  verificate  insieme 
le  due  condizioni: 

-^^=0,    -J^=0.  (2) 

Noi  ci  proponiamo,  di  studiare  quale  sia  la  forma  della 
curva  in  vicinanza  d'  uno  di  tali  punti. 

Supponiamo  por  gonoralità  che  nel  punto  (oo^y)  sieno 

nulle,  oltre  alle  derivate  prime,   tutte  quelle  di  2^,3,® , 

fw— l>-osimo  ordino ,  ma  non  tutte  quelle  di  n-esimo  or- 
dine. Se  (Jc-\-hyy-{-lx)  6  un  punto  pure  giacente  sulla  cur- 
va, sarà: 
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e  quindi,  per  la  forinola  di  Taylor  (art.  208)  : 

dove  0<T<1.  Poniamo  por  brevità: 


la  (3)  sviluppata  sarà: 


l(?>- 


rÌo(?)i?'-  ri'+TA.iy+T/v:;/^'-  A'"-'-==o, 


ossia: 


Ne  segue  (art.  32),  supposto  continue  le  derivate  n-^sime: 

Le  n  railici  (*)  dell*  equazione  : 

sono  i  coodìcionti  angolari  di  n  voiU\  le  (|uali  costituiscono 
lo  posizioni  limiti  di  /i  corde  uscenti  dal  punto  (x^j/J,  os- 
sia altrettante  tangenti  nel  punto  stesso.  Pertanto  pel 
punto  (x,!j)  passanr)  n  rami  di  curva,  reali  o  imaginari,  le 
cui  tangenti  i)ossono  ess(M*e  o  no  distinte.  Un  punto  ditale 
natura  si  lVìc?.  punto  radtlplo  d*  ordine  ii  o  punto  n-iiplo. 
Si  dice  in  particolare  un  puìito  isolato ,  se  tutti  i  rami  di 
curva  passanti  per  esso  sono  imaginari. 


n  Kscludiamo,  per  sompllcìi/» ,  ì»  chso  in  mi  9/.r,y;=ì  'cfr.  nrl.  239,  nol«>, 
nel  quel  caso  iiiki  u  più  dulie  radici  è  ìiiflniUi.  D'atlrunde  si  possono  sempre  sce- 
gliere ijii  assi  coordinati  in  modo  die  essi  non  sieno,  paralleli  ad  alcuna  delle  tap- 
(senti  nel  punto  multiplo. 
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Per  trovare  i  punti  multipli  d'una  curva,  sì  determi- 
nano (se*  ne  esistono)  le  soluzioni  comuni  alle  equazioni 
(1),  (2).  Per  ciascuna  di  queste  si  cerc^  quali  sono  le  de- 
rivate d'ordine  minimo  che  non  sono  tutte  nulle;  formata 
poi  la  corrispondente  equazione  (4) ,  lo  studio  di  essa  ci 
indicherà  la  natura  e  la  direzione  dei  rami  passanti  pel 
punto  considerato. 

Osserviamo  infine  che,  se  T equazione  della  curva  è 
data  in  coordinate  cartesiane  omogenee: 

in  luogo  delle  (1),  (2)  si  possono  considerare   le  seguenti 
equazioni  : 

W>,^av^J^^  7)l(^'^\.^,rrJ^^  ^DlC^v^vjTj^^ 
Infatti,  posto  3i^-~,  ìj=~y  si  ha  (art.  193)  : 

n  essendo  l'ordine  della  curva  supposta  algebrica,  e  inol- 
tre (art.  194)  : 

i  )ni  (art    lur»)  : 
quindi: 

sic-chè  i  sistemi  : 

/•=^,'/-=o,f=(hf=o,?*-=o,^-^=o 

c>/'    .  7>u       O^i       0^'i      7>^i 
sono  equivalenti. 
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242.  Por  w=2  V  equazione  (4)  delFart.  precedente  è  : 

Secondocliè  il  determinante: 

ò  positivo,  nullo  0  negativo,  si  ha  un  punto  doppio  a  tan- 
genti distinte,  un  punto  doppio  a  tangenti  coincidenti ,  o 
un  punto  isolato  (*). 

Se  i  due  rami  di  curva  che  vanno  al  punto  doppio  non 
continuano  al  di  là  di  esso,  si  ha  un  punto  saliente  o  una 
cuspide  (**),  secondochè  le  due  tangenti  sono  distinte  o  no. 
Una  cuspide  si  dice  poi  di  i«  o  di  2^  specie,  secondochè  i 
due  rami  si  trovano  da  parti  opposte  o  dalla  stessa  parte 
della  tangente  comune. 

I  punti  multipli,  e  i  punti  di  flesso  di  cui  parleremo  più 
innanzi,  si  comprendono  sotto  il  nome  comune  di  punti 
singoiavi  (**''). 


I*}  Può  avvenire  cbo  i  due  rami  che  vanno  ad  un  punto  doppio  a  Inngonle  u- 
nica  sìeno  lina^inari  benché  la  Inngonle  sia  necessariamente  reblo.  allora  II  punto 
dupplo  dicesi  anche  in  questo  caso  tsolalo.  Un  esempio  si  ha  nella  curva: 

t/J-4-x*— a:*=0, 
che  ha  nell'origine  una  cuspide  a  rami  imaginari  la  cui  tangente  è  Tasse  x. 

\**)  Di  cuspidi  vedremo  esempì  più  innanzi.  ^  Un  punto  saliente  si  trova  nel- 
la curva  r 

cr 

nel  punto  a?=0,y=0;  in  falli  si  ha  : 

l,m    -^--0.        hin   X=s1, 
00= -^Qx  x—-Qx 

sicché  una  delle  tangenti  nell'origine  è  l'asse  delle  a?,  l'altra  ò  la  bisettrice  del- 
l'angolo dei  duo  assi  positivi. 

(**')  Può  darsi  queslo  nome  anche  ai  punii  d'arresto,  che  sono  punti  dei  quali  un 
ramo  di  curva  s'arresta  senza  proseguire  oltre;  esempio  il  punto  a?=0,  y=0  per 
la  curva  : 

JL 
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244.  Il  grado  di  moltiplicità  d'un  punto  multiplo  è  in- 
I  dipendente  dalla  scelta  degli   assi  coordinati.   Facciamo 
intatti  una  traslbrmazione  di  coordinate: 

e  sia: 

f(^^y)=fx(-^vUj' 

Le  derivate  d' ordine  r  della  f  sono  (art.  192)  funzioni 
lineari  omogenee  delle  derivate  dello  slesso  ordine  della 
/;,  e  reciprocamente;  quindi,  se  lo  derivate  di  /* d'ordine 
<w-l  sono  tutte  nulle,  lo  sono  pure  le  derivate  cor- 
rispondenti di  /*„  e  viceversa. 

Si  potrebl)e  anche  dimostrare  che  la  natura  d'un  punto 
multiplo  (cioè  la  natura  delle  radici  dell'equazione  (4)  del- 
l'art. 241)  è  indipendente  dalla  scelta  degli  assi;  ma  ciò 
(esigerebbe  uno  studio  dettagliato  del  discriminante  di 
(juesta  Cijuazione  e  l'uso  d'alcune  nozioni  della  teoria  do- 
gi'invarianti.  Noi  ci  limiteremo  quindi  a  considerare  il 
(*as()  d'un  punto  doppio,  e  mostreremo  che  il  segno  della 
espressione  D  dell'  art.  precedente  è  indipendente  dalla 
scelta  degli  assi. 

Si  ha  l:art.  192)  : 

(juindi  calcolando  «  riduceiido,  e  indicando  con  D,  il  di- 
scriminante relativo  alle  nnove  coordinato: 

i)  =  e  a*  +  i/«  ;«  i>,  =  A- 
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244.  Esempi.  -  1.  Cercare  se  una  conica  ìm  punti  doppi. 
L'equaj!Ìone  generale   delle  wniclie  in  coordinate  car- 
tesiane omogenee  è  : 

da  cui,  sujìposto  ahi==aii,  : 
2   '^x^ 

Perchè  le  tre  derivate  sieno  nulle  insieme,  dev'essere: 

j     «Il        «„       «18 

I    «Il      «H      «i»      =0, 
I    «ai      '^n      «38 

nel  qual  caso,  come  è  noto,  la  conica  degenera  in  una 
coppia  di  rette. 

2.  Cissoide  (art.  240): 

Si  ha: 

-%  =;ir«  +  y^  =  0,  ^=2xy -4ay=0. 

Il  solo  sistema  di  valori  che  annulla  le  due  derivate  è 
a?=O,y=0;  esso  soddisfa  air  equazione  della  curva.  Si  tro- 
va poi  : 


^v. 


x)v 


J--^=Sx,    ^^=2y,    ^=2.(x^2a). 


quindi,  pel  punto  iO,0): 


9V 
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Si  ha  dunque  neirorigine  un  punto  doppio  a  tangenti 
coincidenti,  e  la  tangente  è  Tasse  delle  x.  Siccome  poi  a 
valori  negativi  di  a?  non  possono  corrispondere  per  l'equa- 
zione della  curva  valori  reali  di  y,  e  siccome  in  quest'equa- 
zione figurano  soltanto  potenze  pari  di  {/,  il  punto  doppio 
è  una  cuspide  di  prima  specie. 
3.  Concoide  (art.  240j: 

Si  ha: 

Quest'  ultima  equazione  non  può  essere  verificata  che 
per  a?— a=0,  che  non  può  soddisfare  all'equazione  della 
curva,  e  per  (/==^.  Per  questo  valore  di  y  l'equazione  pre- 
cedente, divisa  per  2,  diviene: 

x\ja>^a)^  -  6«  +  x(x-^a)y=0,  (1) 

e  l'equazione  della  curva: 

a?2[('^-a;2  -6^]=0.  (2) 

'  Invece  del  sistema  (1),  (2)  può  considerarsi  il  seguente: 

esso  non  ha  evidentemente  altra  soluzione  che  oc=0.  Dun- 
que il  solo  punto  multiplo  è  l' origine. 
Si  trova  poi: 


y=sO  y^=o 
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(JuiiKli  per  b<Ca  si  lia  im  punto  isolato,  por  b=a  un 
punto  doppio  con  tinij:(Miti  coincidenti,  per  ft>a  un  punto 
d(jppio  con  tan^^Miti  distinte.  I  coefficienti  angolari  delle 
due  tangenti  sono  dati  dall' eciuazione: 

'^a^  fl  ^2(11^  -  b^  )^\ 

da  cui  si  vede  che  le  tangenti  sono  simmetricamente  di- 
sposte rispetto  agli  assi. 

Nel  caso  di  /;— z  la  tangente  doppia  è  Tasse  delle  x. 
L'equazione  della  curva  può  scriversi  in  questo  caso: 

donde  segue,  con  considerazioni  analoghe  a  quelle  del- 
r esempio  precedente,  che  il  punto  doppio  è  una  cuspide 
di  prima  specie. 

4.  Cassinoida  (o  ellisse  casati  laìia)  (*): 

Y 


n  Kssu  sì  dofiriisc'n  cotìo  il  luo;;o  dei  punii  le  cui  disianze  da  due  punti  fìssi 
{fuochi)  danno  un  prodoUo  cosiamo.    Presa  la  conglungento  dei  fuochi   come  asso 
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/■=  e  a?«  +  y«  +  aM*  —  4  a«  «2  —  4  ft*  =  0. 
Si  ha  di  qui: 

-§^  =  4  a;  Ca?*  +  y«  +  a«;  -  Ra2  a^i(x^  +  y»  —  a*  ;  =  0, 
^^  =  4  2/  e  x^  4-  y«  +  a«  ;  =  0. 


"Di/ 

Qucst'  ultima  equazione  non  può  essere  soddisfatta  so 
non  per  {/=0;  per  questo  valore  di  y  le  precedenti  di- 
vengono : 
r  .T«  +  a»  ;2  -  4  a»  a:2  -  4  ft'  =  Cic*  -  a*  ;*  —  4  &*  ==  0, 


delle  X,  e  il  punto  di  mezzo  del  sojjrnciilo  tla  essi  limitalo  come  origine,  si   lia  im- 
medialaraonic  l'equazione  della  curva: 

[{x-a)^  -hy/\   l.ra?4.a;*  ♦-«/']  -46*  =0. 
ossia: 

rx^  -v-y^  +a^/  -4fl'  T*  -46*  •--  0. 
D    essa  si  ricava- 

La  curva  è  Anita,  come  risulta  necessariamenlo  dalla  sua  dennizione;  essa 
è  anche  simmetrica  rispetto  ai  due  assi.  I  massimi  e  minimi  dell' ordinata  sì  ot- 
tengono (art.  129)  eguagliando  a  /.ero  la  derivata  del  secondo  membro  della  {ay,  hi 
ha  così; 

X{a^  — \/  a*  »*  -4-6*)r=0. 
Si  ha  quindi  un  massimo  o  minimo  per  07=0.  o  Inoltre,  so  a>6,  se  no  hanno 

a/I*       a* 
altri  per  .r=  "^  a    -  o 


Per  ap=K)  sì  ha  v=v  2  6*  —  a  ,  che  è  reale,  nullo  o  imaginario  secondochò 

a^b\/ì  ,  a=»  b  \/%  0  a>'bv^ì  . 

Dunque,  limitandoci  a  considerare   la  parte   di   cur\'a  compresa  nel  1."  qua- 
drante, possiamo  dire  che: 

Per  a^b  la  curva  ha  un  solo  massimo,  nella   sua   intersezione   coli*  a>se  y. 


«  a/  n*  _  A* 

per  a>>&>.  —7 —  essa  ha  un  massimo  per  ar=  1 !_,  ed  un  minimo  per 

V  2  .  a 

d^rrO;  per  a=^6v2  essa   passa  per   l'origine,   ed    ha   il    nome  di   lemnUccAa-,    per 

a>6 V  2  essa  si  scinde  In  due  curve  chiuse. 
L'equazione  della  lemniscata  ò: 

(ar*  -4-a*  ;  *  -  2  f?  (x^  -  y*  J=0, 
e  in  coordinate  polari: 

p*  — 2a*  eoa  29=0. 
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Non  potendo  essere  6=0,  queste  due  equazioni  non  pos- 
sono avere  altra  soluzione  comune  che  cr==0,  e  in  tal  ca- 
so dev'  essere  fir=6-v/2,  cioè  la  cassinoide  si  riduce  ad  una 
lemniscata.  Il  punto  doppio  è  nell'origine;  per  esso  si  trova: 


y=0 


slcchò  il  punto  doppio  è  reale.  I  coeftlcienti  angolari  dello 
sue  tangenti  sono  dati  dall'equazione: 

4  an«  —  4  a2  ==  0, 

donde  segue  <=+!.  Quindi  le  due  tangenti  sono  le  biset- 
trici degli  angoli  degli  assi  coordinati. 
5.  Parabola  semicubica  : 


Si  ha  : 


•^        a 


=21/, 


sicché  la  curva  ha  un  punto  doppio  neir  origine. 
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si trova  poi  : 
e  con  facili  considerazioni   si  dimostra  che   quel  punto  è 


una  cuspide  di  V 
Y  asse  x. 


specie ,  e  che  la  tangente  cuspidale  è 


Concavità  e  convessità.  Flessi. 

245.  Continuando  nello  studio  analitico  di  queirinsienie 
di  concetti  che  servono  a  darci  un'idea  della  l'orma  d'una 
curva,  dobbiamo  venire  a  parlare  della  coìicaviià  e  con- 
vessità rispetto  ad  una  retta  e  rispetto  ad  un  punto. 

Una  curva  dicesi  concaca  rispetto  ad  una  retta  r  in 
un  suo  punto  P  giacente  su  quella  retta,  se  può  pren- 
dersi sulla  curva  un  intorno  del  punto  P  posto  inte- 
ramente da  una  stessa  parte  della  retta  r,  e  tutto  com- 
preso fra  questa  retta  e  la  tangente  alla  curva  in  /-.  Si 
dice  invece  convessa,  se  la  tangente  si  trova  fra  l'arco  e 
la  retta  r. 

Presa  la  retta 
r  come  asse  delle 
a:»,  può  dirsi  che  si 
ha  concavità  nel 
punto  P  quando  le 
ordinate  di  tutti  i 
punti  d'un  intorno 

^  di  P  non  incontra- 

^'  ^  no  la  tangente  in 
P  se  non  prolungate  al  di  là  della  curva.  Se  r^  è  un 
punto  della  curva  prossimo  a  P,  se  P\Q  sono  le  proie- 
zioni di  P,Q  sull'asse  07.  e  se  /?  ò  il  punto  d'incontro  di 
QQ  colla  tangente  in  P,  dovrà  dunque  essere  algebrica- 
mente  per  la  concavità  : 

Q'R^Q'Q  secondochò  P'P^, 

ViVAHTty  Calcolo  Jnfinit4shnaU  20 
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ossia  : 

(QR'^QQ)PP=QR.PP>0. 

Sia: 

l'equazione  della  curva,  e  si  ponga  PQ'=Ax.  Sarà: 

QQ=y+ày==f(cc+Ax),  Q'R=^+rCT)Ax, 
quindi  : 

sicché  la  condizione  di  concavità  sarà: 

(rtxjàx^  ày)y>0.  (1) 

Ora  (art.  120): 

ày=r(co)àx+  j  rr-^+TA-^Mr^ , 

dove  0<T<1;  quindi  la  (1)  diviene,  sopprimendo  i  fattori 
essenzialmente  positivi: 

y(x)r(o^+Tàx)<0.  (2) 

Supposta  f"(a!)  continua  e  diversa  da  zero  pel  valore  x 
considerato,  potrà  prendersi  Ao?  abbastanza  piccolo  per- 
chè in  tutto  il  tratto  da  x  ad  x+àv  la  f"(x)  conservi  il 
proprio  segno  ("art.  43^;  quindi  nella  (2)  potrà  in  luogo  di 
r'(x+Tàx)  scriversi  rX^),  e  si  avrà  per  la  condizione  di 
concavità: 

rfx)nx)<0, 

246.  Sia  ora  f^(x)^=:0,  e  supponiamo  per  generalità  che 
pel  valore  x  considerato  sia  anche: 

r(x)=^,  rr^>=o,....,/tn-i)  (x)==o, 

inoltre  /"(")  (x)  diversa  da  zero  e  continua.  Si  avrà  allora: 
QR,P'P=(r(x)Ax^ày)y=^  ~àx^f^)(x+Tàx)f(x). 
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Se  n  è  pari,  la  condizione  di  concavità  sarà: 
t(x)ff^J(x)  <0. 

Invece,  se  n  è  dispari,  il  prodotto  QR.P'P  cambia  di 
segno  al  cambiare  di  segno  di  Ar,  o  quindi  non  v'  ha  nò 
concavità  né  convessità,  giacché  da  una  parte  del  punto 
P  la  curva  sta  fra  V  asse  a;  e  la  tangente,  mentre  dall'al- 
tra la  tangente  sta  fra  la  cu'rva-  e  Y  asse  x.  In  questo 
caso  si  dice  che  il  punto  considerato  è  un  flesso. 

Per  trovare  i  flessi  d' una  curva,  si  devono  cercare  le 
radici  dell' equazione: 

rw=o,  (3) 

e  per  ciascuna  di  queste  esaminare  qual  è  la  prima  delle 
derivate  che  essa  non  annulla;  se  V  ordine  di  tale  derivata 
è  dispari,  si  ha  un  flesso. 

Se  r  equazione  della  curva  è  data  sotto  forma  impli- 
cita: 

la  (3)  diviene  (art.  201): 

essa  può  anche  scriversi  come  segue: 


H^ 


-D^  E  ^2  E  "OE 


7)^y  "dy^    "Dy 

^E  OE 


0 


=0. 


(4) 


L'equazione  acquista  forma  più  simmetrica  se  si   fa 
uso  delle  coordinate  omogenee. 
Sia: 
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r  equazione  della  curva,  sicché  (art.  193): 


Ne  segue  (art.  194)  : 

— /yi  fi— 3  -— - --- — — /^  fi— 2        *^ 


^F 


n— S 


7>^F 


Si  ha  inoltre  (art.  195): 


>,(5) 


quindi,  tenuto  conto  che  pei  punti  della  curva  F  si 
nulla: 


an- 


/fc 


^8 


2-H 


0^ 


-,    ^3 


«—fi 


,^3 


1-n 


c)^i 


7)^  F  Tl^  F 


rX?3 


1— «  *1 


a?8 


1-n 


0^ 


0 
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.a-,*-»»    -O^F 

^??' 

n— 1  i^r,  9.a?, 

Oa?.« 

^«F 

O»/-' 

1?^.« 

Ox,  ^r. 

ir,*-«» 

0»/^ 

^«i?' 

"n-1 

t>-.« 

9-2^,  9^» 


0 


nF 


Moltiplicando  le  prime  due  colonne  rispettivamente  per 
0?,  e  per  a?,  e  sottraendolo  dalla  terza,  si  ha,  tenuto  conto 
delle  (5): 

^O^F  ^F_     'd*F_ 
-d^F     'O'^F    '^F 


W— 1  iOa?,  X)^,  ^^a?,*    Oa?,  O-^s 
-pF  ^F_        VP_ 

0^, 


lO^i 


o^t 


Infine  si  moltiplichi  rultinia  linea  per  (n—\)  e  si  sottrag- 
gano da  essa  le  due  precedenti  moltiplicate  rispettivamente 
per  a?,  e  per  ./•,;  si  ottiene: 


tr,-^ I 


0^7,  Oa?,  X)^,  Oa?,     Oa?,« 
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Il  determinante  del  2^*  membro  si  dice  Hessiano  della 
funzione  F,  e  la  curva  di  equazione  //M)  dicesi  VHessiana 
della  curva  jF=0.  Quindi  il  teorema:  U  Hessiana  d'  una 
curva  passa  per  i  su-oi  flessi, 

247.  1  flessi  d'  una  curva  sono  indipendenti  dalla  scel- 
ta degli  assi  coordinati. 

Sia  in  generale: 


(1) 


e  introducendo  le  nuove  variabili  nella  funzione  F(x^,x^,xJ, 
si  ottenga  identicamente: 


F(x,,x^.x^)=G(c(f,,o(f^,x'J. 


Sarà  (art.  192): 


~^ — :=i^ —  =  2  aih  ajk  ^  ,  ^  , 


Poniamo: 


a,. 

a„ 

a„ 

a,. 

a» 

«.. 

a.. 

«,. 

«,. 

=A, 


e  indichiamo  con  iT  il  determinante  che  figura  neir  ulti- 
ma formola  dell'  art.  precedente,  con  K'  il   determinante 


analogo  formato  colle  ^  ,  ^^ 
moltiplicazione  dei  determinanti: 


.  Sarà,  pel  teorema  della 
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San 


Sflrt; 


-D'^? 


•     1>xfi  -Dx'j    .     t)a?',-  Oj?*,    I     'ì>x'i  'Ox\ 


Saair. 


^«tf 


Sott 


0*Gf 


Soa: 


•D»<? 


i     O^/i  Ox',    «     'Do?'*  •Da*',    f     -Da?**  0^'', 


2aa, 


'D'tf 


-L, 


K'A^LA= 


=iir.  (2) 

Abbiasi  ora: 

aii=aa,  ti«==— ctsi,  an=asìF=0,  a88=l,  a«*+a«*=l; 

sarà  ^=1,  e  dalle  (1),  facendo  : 


X 


seguirà  : 


a?'  =  a?  C05  a  +  ?/  s^n  a  +  a,, 


equazioni  che  rappresentano  uria  trasfornnazione  di  assi 
ortogonali.  L' equazione  /i^=0  determina  i  flessi  rispetto 
agli  assi  primitivi ,  e  la  A''=D  determina  i  flessi  rispetto 
agii  assi  trasformati;  ma  dalla  (2)  segue  nel  caso  attuale 
K*=K,  quindi  resta  dimostrato  1  asserto. 

248.  Si  dice  che  una  curva  è  concava  rispetto  ad  un 
punto  0  in  un  suo  punto  P,  se  può  prendersi  sulla  curva 
un  intorno  del  punto  P  tutto  posto  dalla  stessa  parte  del 
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punto  0  rispetto  alla  tangente  in  P,  Si  dice  invece  con- 
vessa,  se  la  tancrente  si  trova  fra  il  punto  e  la  curva. 

Le  condizioni  di 
concavità  rispetto  ad 
un  punto  si  deducono 
dalle  condizioni  di  con- 
cavità rispetto  ad  una 
retta  nel  modo  se- 
guente. 
-^  Preso  0  come  ori- 
gine d'  un  sistema  di 
assi  cartesiani  ortogonali,  si  vede  facilmente  che  la  curva 
è  concava  rispetto  ad  O  in  un  suo  punto  P  : 

a)  Se  essa  è  concava  verso  Tasse  a?  in  jP,  e  la  tangente 
in  P  taglia  lasse  rj  dalla  stessa  parte  deir asse  a?  in  cui 
si  trova  P\ 

b)  Se  essa  è  conv-essa  verso  lasse  ce  in  P,  e  la  tangente 
in  P  taglia  l'asso  //  dalla,  parte  opposta  delTasse  x  a  quella 
in  cui  si  trova  P. 

Detto  *S  il  punto  d'incontro  della  tangente  in  P  col- 
r  asse  y,  segue  dall'equazione  della  tangente  : 

OS=y--xu'=fOc)^ccr(a:)  ; 

({uindi  si  ha  la  concavità  : 

a)  Se: 

f(x)r(x)<i),  fM'fOv)-^xr(x)\>{y, 

b)  So: 

fMrc'')>o,  f(x/j(x)^xr(x)]<i). 

Si  possono  riunire  i  duo  casi  in  uno  solo,  dicendo  che 
si  ha  concavità  rispetto  ad  0  se: 

r(x)[f(x)^xr(x)]<(i,  (1) 

Se  la  curva  è  rappresentata  da  2  equazioni  della  torma: 
x=^x(t),  y=y(t), 
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la  (1),  in  virtù  delle  forinole  dell'art.  143,  diviene: 


;;^VM.^(,,,^,,^)<„, 


ossia,  sopprimendo  un  fattore  essenzialmente  positivo: 

W:W(t)-^"(t)ym  [^'(t)u(t)-x(W(tj] <a        (2) 
Se  p.  es.  p=gM  ^  l'equazione  polare  della  curva,  siha: 
x=gC9)  cos  (p,  y=gfy)  sen  9; 
fatti  i  calcoli,  si  trova: 

dx        dy  ,  .  , 

quindi  la  (2)  prendo  la  forma: 

-9*  M.g^  (f)+-^9'^  (9)-9(f)sr(9)]  <0, 
ossia,  semplificando  anche  la  scrittura: 

pt  +2p'«  -  pp^O  {*).  (3) 


(*)  Si  può  arrivare  dlrollamente  aita  (3),  neiripulesi  che  la  9(9)  sia  sviluppa* 
bile  ili  serie  di  Taylor,  nel  modo  sej;;uenle. 

Sia  OQ  un  niggio  che  faccia  con  OP  V  angolo  A,  e  sia  lì  il  suo  punto  d' incontro 
colla  tangente  in  P,  la  condizione  di  concavit^i  è  O/f^OQ^O.  Ora: 

1:  2!  11  r. 

OR^OP       *^"'^         = 


ten  (T— A}         cos  h—cotg  t  sen  A 
dove  T  è,  come  air  art.  tòT,  l'angolo  della  tangente  col  raggio  vettore.  Si  è  trovalo: 

tang  t=s  --.  ' 

quindi  si  ha,  tenendo  conto  degli  sviluppi  in  serie  degli  art.  123,  12V: 

P  -  P 


0R  = 


21        ■+-...-  f,  V        31  / 


1- J-  aV        I_   a-  -2-  A%...  1--P.  A-: 


Digitized  by  VjOOQIC 


-314  - 


249.  Esempi.  —  I.  Parabola  cubica:  i/= 


a2 


Imagi- 


nando  (per  evitare  che  il  flesso  si  trovi  suir  asse  x)  di  tra- 
sportare r  asse  X  di  una  quantità  6,  T  equazione  diviene: 


f/=6+ 


CC^ 


a« 


Ne  segue: 


y"= 


a« 


quindi: 

Si  ha  dunque  c-on vessila  per  ogni  valor  positivo  dì  a?, 
e  per  quei  valori  negativi  di  x  per  cui  ba^  -f-r»  <o,  ossia 


Ma  (art.  126): 


1-  ±,  h-  -L  A* 
P  2 


=  (i-Za-.  J.A2  4....)"' 


=1+  (jL  A^  J-  f?  -...)  ^  f  /  A+  i.  A*  -..,)V. 
\p  2  ^^P  2  >' 

t.h^^±^jl\K'^ 


P 


quindi 


Pnr  A  abbastanza  piccolo,  il  sogno  del  2.°  mombro   ò   quello   del    suo   primo  ter- 

A* 
mine,   sicché   sopprimendo   il   fattore  essenzialmente  positivo  _--  si  ritrova  per 

la  concavità  la  condizione  (3). 
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y<0,  concavità  per  a7<0,  j/>0.  Si  ha  poi  y=0  nel  punto 

sc=0,y=b.  In  questo  punto  y"=  -r^^O,    quindi   esso  è  un 

flesso. 

2.  Sinusoide  (■): 

ce 

Anche  in  questo  caso  trasporteremo  T  asse  a?  di  una  quan- 
tità b,  che  supporremo  >a.  Si  avrà  allora: 


da  cui: 

a        a 

sicché  la  condizione  di  con- 
cavità può  scriversi  così  : 


X 


X  /b  ,        ^V  A 
sen—\  —+se7i-'  |>0. 


Poiché  — >1,  la  quantità  tra  parentesi  é  sempre  posi- 


a?. 


tiva,  quindi  si  ha  concavità  se  sen  ->0,  ossia  se  y^b, 

a 

ce 
convessità  se  y<Cb.  Nei  punti  in  cui  sen  —==0,  ossia  y=6, 

a 

cioè  nelle  intersezioni  coU'asse  x  primitivo,  si  ha  {/"==0^  men- 

1  co 

tre  2/"==—    2  cas  —  é  in  quei  punti  diversa  da  zero,  sic- 
ché essi  sono  altrettanti  flessi. 


(*;  E  una  curva  rcrmala  di  inflniti  tratti  lutti  eguali,  e  racchiusa  fra  le  due 
parallele  air  asse  x  poste  alla  distanza  -t-a  e  —a  da  esso,  colle  quali  ha  IdAdìiì 
punti  di  contatto.  Essa  interseca  1'  asse  delle  x  In  tutti  i  punti  di  ascissa  a7=:Arra, 
dove  Ar  può  essere  qualunque  numero  intero  positivo,  nullo  o  negativo. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-316 


Lunghezza  d'un  arco  di  curva. 

250.  Giova  ora  interrompere  Tesarne  degli  elementi  fon- 
damentali relativi  alla  forma  delle  curve  piane .  per  in- 
trodurre certi  concetti  di  misura  dei  quali  dovremo  va- 
lerci in  seguito.  Ed  anzitutto  dobbiamo  vedere  che  cosa 
debba  intendersi  per  lunghezza  d*  un  arco  di  curva. 

È  questo  uno  di  quei  concetti ,  dei  quali  —  come  ab- 
biamo osservato  neir  Introduzione  —  la  n)atematica  ele- 
mentare è  impotente  a  fornire  una  definizione  esatta.  Tale 
mancanza  riesce  per  avventura  meno  sensibile  in  questo 
caso  che  in  altri  analoghi ,  pel  fatto  che ,  nella  pratica , 
noi  abbiamo  la  possil)ilità  di  misjrare,  con  tutte  le  ap- 
parenze deir esattezza,  0  almeno  di  un'approssimazione 
indefinita,  una  linea  curva,  merco  l'uso  d'una  unità  di 
misura  flessibile;  per  modo  che  potrebbe  sembrare  legit- 
timo definire  come  lunghezza  d'un  arco  curvilineo  la  lun- 
ghezza che  i)rendcrà  un  filo  flessibile  ed  inestendibile  a- 
vente  la  forma  di  quell'arco  quando  sarà  disposto  secondo 
una  retta.  Ma  una  tale  definizione  conterrebbe  una  peti- 
zione di  principio;  giacche,  per  tacere  d  altre  osservazioni, 
il  concettcj  d'inestendibihtà  implicai  quello  di  lunghezza  dì 
una  curva. 

Noi  prenderemo  un  punto  di  partenza  alquanto  diverso. 

Se  nell'arco  ccmsidorato  iscriviamo  una  spezzata,  la 
lunghezza  totale  di  questa  potrà  considerarsi  comò  una 
rappresentazione  tanto  più  approssimata  della  lunghezza 
dell'arco,  quanto  maggiore  è  il  numero  dei  lati  della 
spezzata,  e  quanto  pili  piccola  è  la  loro  lunghezza  massima- 
Pertanto  n(ji  definiremo  come  lunghezza  dell'arco  il  li- 
mite della  lunghezza  d'una  spezzata  iscritta^  i  cui  lati  cre- 
scano in  numero  e  decrescano  in  grandezza  indefinitamente. 

251.  Abbiasi  un  arco  AB,  le  cui  ordinate  costituiscano 
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una  funzione  delle  ascisse  y=f[x) 
avente  la  derivata  per  tutti  i  valori 
(li  X  corrispondenti  ai  punti  dell'ar- 
co stesso.Dividiamo  la  sua  proiezione 
A'B'  sull'asse  jo  \x\  n  parti,  eguali 
()  no  ^^,^^ ,5^,»,  e  pei  punti  di  divi- 
sione P\,P\, P'n   eleviamo  le  or- 

"3^  dinate,  che  taglino  Tarco  nei  punti 
/\,P, Pn  .  Considerando  A  ,B,A\B'  come  identici  rispet- 
tivamente a  P,.Pn^y,P\.Pn^\.^  ponendo  per  qualunque 
numero  k  della  serie  1,2,...  .,n  OP'k='Tfcy  si  ha: 

PVF*-4.i==^*,  Pk^'iPM-PfzPk=n^'k-^i)    f(^k), 

quindi  ^art.  IIG),  indicando  con  jFat  un   certo  punto  dello 
intervallo  ^/t: 

e  per  conseguenza: 


PkPk^^=»!^^^\+^(o:k) 


Posto  : 


si  ha: 


e  sommando: 


PfcPk-^\=^fc90^k), 


iPkPlc^^=istk<p(x,c). 


Poiché  ffx)  è  integrabile,  lo  ò  (art  90)  anche  /' W,  e  per 
conseguenza  (art.  87)  l+r^  (x)\  e  poiché  V  oscillazione  di 
^/\+pJx)\n  un  intervallo  non  b.  mai  maggiore  di  quel- 
la di  \+f'^  (x)  neir  intervallo  stesso  (*),  anche  s^\j^.f%(cc) 


n  Infatti,  Indicando  cjn  x  jb    due  punti  qualunque,  si  ha  : 


-'\/l+/"'s((»  )-Vi-^/''*(»  )• 
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è  integrabile.  Ne  segue  che,  quando  applichiamo  air  in- 
tervallo A'B'  un  sistema  normale  di  suddivisioni,Ua  som- 
ma che  figura  nel  secondo  membro  dell'ultima  equazione 
ha  per  limite  Tintegrale  definito  Aìf^(x)  esteso  Ab.  OA'=a 
ad  0B'=^.  Il  limite  della  somma  del  primo  membro  è,  per 
definizione  (v.  Tart.  precedente),  ia  lunghezza  dell'arco  .4 B, 
che  denoteremo  con  Sab.  Si  ha  quindi: 


SaiF=^j  Vl+r(^)d^{' 


). 


Osserviamo  che,  se  Sk  è  il  punto  dell'arco  P/c  Pk-*-\  di 

ascissa  a?;t,  la  tangente  in  questo  punto  avrà  il  coeflS- 

ciente  angolare  f'(xk).  e  quindi  sarà  parallela  alla  corda 
PkPk-^-w  e  il  tratto  RkRk^\  della  tangente  compreso  fra 
le  ordinate  P'k  Pk ,  Pk-^\  Pk-^\  sarà  eguale  in  lunghezza  a 
quella  corda.  Ne  segue  che  Tarco  si  può  anche  definire 
come  il  limite  della  somma  dei  segmenti  relativi  analoghi 
ad  Rk  Rk+u  Questa  definizione  della  lunghezza  d'un  arco 
merita, di  essere  menzionata,  perchè  essa  trova  la  sua  a- 
naloga  nella  teoria  dell'area  delle  superficie  curve,  come 
si  vedrà  a  suo  tempo. 

Se  s' imagina  il  punto  B  variabile ,  e  si  denota  la  sua 
ascissa  con  a?  e  la  lunghezza  corrispondente  dell'arco  sem- 
plicemente con  s,  si  ha  : 


=/ 


vi+r(^)dx, 


da  cui ,  per  la  continuità  della  funzione  sotto  il  segno 
(art.  ^)  : 


(*)  ScheeflTer  (Acta  math.,  T.  V)  ha  tentato  di  deflnirela  lunghezza  d'una  curva 
anche  quando  non  esiste  sempre  P^J^J-  Vedi  le  osservazioni  relative  di  Du  Bois- 
Reymond  (ivi,  T.  VI). 
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ossia: 

Prendiamo  s  come  variabile  indipendente,  cioè  iraagi- 
niamo  individuato  un  punto  della  curva  dalla  lunghezza 
dell'arco  limitato  da  esso  e  da  un  punto  fisso  della  curva 
stessa;  allora  a?  ed  ^  saranno  funzioni  di  s: 


e  si  avrà  (art.  143,144)  : 

dx     x'(s)  ''^  ^~  dx  ~cr'(s/ 
quindi  dalla  (1),  fatte  le  riduzioni: 

or"(s)+y"(s)=ì. 
Questa  relazione  può  anche  scriversi: 

(lim--—)  +(  lini-/-')  =1, 
ossia  ancora  (art.  28,29)  : 

tim  ^-Ì^=l. 

.A«=0  ^ 


Ora  x^Ax'-^^y*  è  la  lunghezza  del  la  corda  sottesa  dal- 
l' arco  às;  quindi  il  teorema  : 

//  rapporto  d' un  arco  alla  sua  corda  tende  alV  unità 
quando  la  loro  lunghezza  tende  a  zero. 

252.  Prendiamo  ancora  le  equazioni  della  curva  sotto 
la  forma: 

oc=x(sl  y=^fs), 

e  consideriamo  come  parte  positiva  t  della  tangente  quel- 
la diretta  nel  senso  in  cui  s  cresce.  Allora  i  coseni  diret- 
tori della  tangente  saranno,  in  grandezza  ed  in  segno, 

--V— ,--5— .  Considerando  poi  come  direzione  positiva  n  della 
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normale  quella  che  soddisfa  alla  condizione  ang  t7i=+9ff^,  i 

coseni  direttori  della  normale  saranno,  in   grandezza  ed 

d(j    dx 
insegno, -.-^.^. 

253.  Dalla  definizione  data  di  lunghezza  d'  un  arco  ri- 
sulta evidente  che  tale  lunghezza  è  indipendente  dalla 
scelta  degli  assi  coordinati.  Ma  la  cosa  si  può  anche  di- 
mostrare direttamente. 

Facciasi  un  cambiamento  d'assi  ortogonali  : 

si  avrà  : 

dx^^=adx'\'bdyy  dy^= — bdx-^-ady, 
e  quindi  : 

da?,»4-d^  ^  ^:=zdx^+dy  *, 

che  dimostra  Y  asserto. 

254.  Se  la  curva  è  data  sotto  la  forma: 

o(^=x(t),  y—y(t), 
si  avrà  (art.  145): 


ii=J\/^'\tH-y"(t)  dt 


In  particolare,  se  si  ha  V  equazione  polare  : 

ne  segue: 

e  si  trova  quindi: 

e  infine: 

s=Jx/p'-{  p"  df^^JA/p^d<p'+dp\ 
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L'interpretazione  geometrica  di  questa  iformola,  ossia 
della  sua  equivalente  : 

è  la  seguente. 

Sia  OP  un  raggio,  0P\  col 
linguaggio  infinitesimale,  un 
raggio  ad  esso  infinitamente  vi- 
cino. Centrando  in  0  con  raggio 
OP  si  descriva  un  cerchio,  che 
tagli  la  OP*  in  Q.  Al  limite  il 
triangolo  curvilineo  jPP  Q  tende- 
rà ad  un  triangolo  rettilineo  ret-  q 
tangolo  ili  Q,  e  si  avrà  quindi: 

Ora,  detto  dp  V  angolo  POP,  si  ha  : 

PQ=p  rf9,  QP'==OP^OQ=OP' -  OP^=dp.  PP'^^s, 
quindi  : 

come  abbiamo  già  trovato. 

255.  Esempi.  —  1.  Parabola:  y^  =  4pa7.  Si  ha: 


dy 
dx 

quindi  : 


s4 


^i.r-^^d.. 


Questo  integrale  appartiene  al  tipo  dell'art.  166,  e  perciò 
può  calcolarsi.  La  sua  espressione  è  : 


s=^^x(x+pj  —  plg  W^'+p—\/x)  +  0. 

TiTARTit  Calcolo  InfniUoHmàk  H 
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2.  Ellisse:  ^+^  =1.  Si  ha: 


quindi: 

^-j^A/a*  y^  +  &♦  a?«  dcD=  ^^ 


dove  ft* ^ 


dy 

Ifla 

1 

rfa;^ 

a«y' 

a«  — 6» 

+  &♦»» 
.  Posto 

- — , 

VI— ^ 


che  è  (art.  170)  un  integrale  ellittico  di  2'  specie.  Anzi  è 
appunto  pel  fatto  che  questo  integrale  rappresenta  la  lun- 
ghezza d*un  arco  di  ellisse,  che  fu  dato  ad  esso  ed  ai  suoi 
analoghi  il  nome  di  integrali  ellittici. 
Facendo  fca^s^nw,  si  ha: 


%fvi-k^ 


s=a  I  a/1  —  A*  seffl  u  du. 

Volendo  calcolare  V  integrale  coi  mezzi  elementari  di 
cui  disponiamo ,  dovremo  ricorrere  air  integrazione  per 
serie.  Si  ha  (art.  126)  : 

T    ,     1        «     1.3.5...(2i-3)    , 

fi^^)  -i-2^-,l,2A6:.(2i::5)2r 

quindi: 

1  «j     (20»       1 

2  i=8  2*«(i!)2  2i— 1 
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È  facile  verificare  che  sono  soddisfatte  le  condizioni  per 
rintegrabilità  per  serie  (art.  98),  quindi  si  ha,  colle  nota- 
zioni degli  art.  180  e  segg.  : 

Per  avere  la  lunghezza  S  d'un  quarto  d'ellisse,  si  deve 

IT 

estendere  l'integrazione  rispetto  ad  w  da  0  a  -g-,  sicché  si  ha 
(art.  183): 

2  L    \ 2 ;       i=«  p(i!)«  )  2i-r  J- 

3.  Cicloide  (art.  238):  x=(i(tsent),  y^ssafl-'COS  tj. 
Si  trova: 

s==aj  \/2(ì—cost)  dt=2aj  seti  -^dt=^4a  cos  y+C 
Prendendo  come  origine  degli  archi  il  punto  0,  si  ha: 

s^^al  1— co5p-j. 

L' arco  di  cicloide  corrispondente  ad  un'intera  rivoluzione 
del  cerchio  generatore  si  ottiene  facendo  fe=360*;  esso  ha 
quindi  la  lunghezza  : 

/S=8a, 

cioè  è  quattro  volte  il  diametro  del  cerchio  generatore, 
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Area  d'una  curva  piana.  Formole  d'approssimazione. 

256.  Determinare  V  area  4'  una  superficie  piana  signi- 
fica, geometricamente ,  costruire  un  rettangolo  nel  quale 
quella  superficie  sia  trasformabile  con  una  serie  finita  di 
operazioni,  analiticamente ,  dare  il  numero  delle  unità  di 
misura  superficiali  contenute  nel  predetto  rettangolo.  Pe- 
rò, se  la  superficie  considerata  è  racchiusa  da  linee  curve, 
la  trasformazione  in  generale  non  è  possibile  (*),  e  quindi 
non  può  estendersi  ad  una  tale  superficie  la  definizione 
di  area  data  per  le  superficie  rettilinee.  Tuttavia,Jsiccome 
anche  ad  una  superficie  curvilinea  noi  sogliamo  annet- 
tere il  concetto  di  un' area  determinata ,  converrà  pure 
cercare  di  definire  in  qualche  modo  una  tale  area;  e  la 
definizione  da  adottarsi  dovrà  soddisfare  ad  una  condizione 
essenziale,  che  cioè  il  numero  che  misura  l'area  d'una  su- 
perficie curvilinea  sia  maggiore  dell'area  di  qualunque  fi- 
gura rettilinea  in  essa  compresa,  e  minore  di  qualunque 
figura  rettilinea  che  la  contenga.  Se  cioè  A^  è  T  insieme 
delle  aree  di  tutte  le  figure  rettilinee  comprese  entro  la 
superficie  considerata ,  ^4,  T  insieme  delle  aree  di  tutte 
quelle  che  la  contengono  (dove  gli  elementi  di  A^  sono 
evidentemente  tutti  maggiori  di  quelli  di  A^),  la  misura 
dell'area  della  superficie  curvilinea  dovrà  essere  un  nu- 
mero maggiore  di  tutti  i  numeri  A^  e  minore  di  tutti  i 
numeri  A^.  Nei  casi  più  comuni  avviene  che  ì  numeri  A^, 
A^  costituiscono  una  coppia  di  classi  (art.  1);  allora  l'area 
della  superficie  curvilinea  si  definisce  come  il  suo  elemento 
di  separazione. 


O  In  qualche  caso  la  cosa  ò  possibile,  p.  es.  per  le  lunuU  d' Ippocrate  (V  sec. 
av.  Cr.).  Fu  dato  questo  nome  allo  spazio  compreso  ira  un  arco  di  90  gradi  e  la 
semicirconferenza  descritta  sopra  la  sua  corda  come  diametro.  Poiché  1*  area  del 
semicerchio  minore  ò  eguale  a  quella  del  quadrante  di  cerchio  maggiore,  togliendo 
dall'una  e  dall'altra  il  segmento  circolare  di  SO»  resterà  da  una  parte  la  lunula, 
dair  altra  11  triangolo  rettangolo  isoscele  costruito  sulla  corda  del  quadrante  come 
ipotcnusa,  quindi  l'area  della  lunula  sarà  eguale  all'area  del  triangolo. 
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Con  ciò  il  problema  è  teoricamente  risolto.  Però,  per 
facilitare  Tapplicazione  ai  casi  pratici^  è  necessario  consi- 
derare in  luogo  delle  classi  A^yA^  altre  due  classi  A\,A\ 
opportunamente  scelte,  in  esse  rispettivamente  contenute, 
e  tali  da  costituire  ancora  una  coppia.  Tale  necessità  fu 
sentita  già  dagli  antichi,  i  quali,  per  quadrare  il  cerchio, 
ricorsero  ad  un  doppio  sistema  di  poligoni ,  iscritti  e  cir- 
coscritti, sottoposti  ad.  una  determinata  legge.  Il  concetto 
di  limite  introdotto  nella  matematica  ha  poi  reso  inutile 
l'uso  di  due  classi;  giacché,  imaginando  i  numeri  A\,A\ 
disposti  rispettivamente  in  successione  crescente  e  decre- 
scente S,,S,,  l'elemento  di  separazione  delle  due  classi  è 
anche  il  limite  dell'una  e  dell'altra  delle  due  successioni, 
per  modo  che  delle  due  successioni  basta  considerarne  una 
sola,  p.  es.  quella  S,  costituita  da  [aree  di  figure  comprese 
nella  superficie  curvilinea.  Finalmente  il  Calcolo  infinite- 
simale ha  insegnato  a  scegliere  come  elementi  della  suc- 
cessione Si  certe  somme  di  aree  la  cui  grandezza  singola 
decresce,  e  il  cui  numero  cresce  indefinitamente  ;  e  con 
ciò  il  limite  della  successione,  ossia  l'area  della  superficie 
curvilinea ,  venne  ad  assumere  la  forma  d' un  integrale 
definito.  Naturalmente  possono  scegliersi  in  modo  analogo 
gli  elementi  della  successione  S, ,  e  si  giunge  allo  stesso 
integrale  prima  ottenuto;  come  pure  si  giunge  allo  stesso 
integrale  considerando  una  successione  S,  i  cui  elementi 
sieno  soggetti  alla  sola  condizione  che  ciascuno  di  essi  è 
compreso  fra  due  elementi  corrispondenti  delle  successioni 
SpS,  itra  le  quali  si  suppone  esistere  una  corrispondenza 
ordinata). 

257.  Si  è  veduto  neir Introduzione,  come  lo  studio  di 
qualunque  area  curvilinea  possa  ridursi  a  quello  di  una 
area  trapezoidale  racchiusa  da  un  tratto  di  curva ,  dalle 
due  ordinate  estreme ,  e  dal  segmento  dell'  asse  delle  a- 
scisse  da  esse  intercetto.  Sia  A'B'BA  una  tale  area,  dove 
si  suppone  che  l'arco  AB  non  incontri  l'asse  a?.  Divisa  la 
proiezione  A'ff  dell'arco  AB  su  quest'asse  in  n  parti 
^ìAv Al  e  condotte  dai  punti  di  divisione  P'^F,, ,Pn 
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le  ordinate  P'^P^,P\P„..,FnPn, 
si  prenda  suir  arco  PkPk-^\  un 
punto  qualunque  TV,  e  per  esso 
si  conduca  Uk  Uk^\  parallela  al- 
l' asse  X.  V  area  del  rettangolo 
P'kP'k+\  Uk-^x  Uk  sarà  intermedia 
fra  le  aree  delle  superficie  ret- 
tilinee comprese  entro  la  super- 
ficie curvilinea  P'^P'A^-iP/f+iPyt, 
e  le  aree  di  quelle  che  la  com- 
prendono; quindi  la  somma  di  tutti  i  rettangoli  analoghi 
a  P'jk  P'k+\  f/ik+1  Uk  costituirà  un  elemento  della  succes- 
sione S,  di  cui  sopra  s'è  parlato,  e  il  limite  di  tale  som- 
ma quando  si  imagini  applicato  al  segmento  A'B'  un 
sistema  normale  di  suddivisioni  sarà  queir  integrale  che 
rappresenterà,  per  definizione,  l'area  A'B'BA.  Ora ,  indi- 
cando con  osk ,  yk  le  coordinate  del  punto  Tk  j  e  y=f(x) 
essendo  l'equazione  della  curva  AB,  si  ha: 

P'kP'k^\Pk^\Pk=^kyk=^kf[xk), 

quindi ,  se  in  luogo  delle  lettere  A^B,  A\B'  si  imaginano 
poste  le  P^,Pn^\,P\,P\^\  : 


S  FkPk^\Pk^Pk=  2  ^kf{Xk\ 

*=1  Af=sl 

donde  passando  al  limite,  e  indicando  con  ajb  i  segmenti 
()A\OB\  con  (7a6  r  area  cercata  : 


(7a*= 


^jnx)dx. 


Se  il  punto  B  si  considera  come  variabile,  e  se  si  denota 
la  sua  ascissa  con  oc  e  l'area  corrispondente  con  <y,  si  ha: 


=/  f(x)dx, 
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da  cui  : 

d(j=^f(co)da)=^dx. 

Si  vede  che  T  area  è  determinata  sempre  e  soltanto 
quando  la  funzione  f(cc)  è  integrabile  nell'intervallo  db. 

258.  Abbiasi  una  curva  chiusa,  che  sia  tagliata  tutt'al 
più  in  2  punti  da  ciascuna  parallela  all'asse  y  (*).  Dette 
A'A,B*B  le  due  tangenti  parallele  a  quest'asse,  i  punti  di 
contatto  A,B  divideranno   la  y 
curva  in  due  parti  ACB,ADI> 
tali,  che  le  ordinate  dei  punti 
di  ciascuna  di  esse  costituiran- 
no una  funzione  di  x  definita 
nell'intervallo  A'B\  Si  indichino 
queste  due  funzioni  con  p(x)^ 
a(xX  e  pongasi  OA'=a,  OB'=b\ 
L'area  X  del  campo  K  compreso 
entro  la  curva  è  la  diflferenza/ 
delle  due  aree  AA'BBD,AA'B'BC,  cioè: 

X=J   a(x)dx—J   p(x)div=  j  [(j(x)^p(€o)]dx. 

a  a  a 

Ora  (j(x)^p(x)  rappresenta  la  lunghezza  di  quel  tratto 
della  retta  parallela  all'asse  y  e  distante  da  esso  di  x , 
che  è  compreso  entro  la  curva  chiusa,  ossia  : 


quindi  : 


dx  j      dy. 


a  p{m) 

L'integrale  che  figura  nel  secondo  membro  è  l'integrale 


O  V.  nota  air  art.  1 
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della  funzióne  costante  1  esteso  al  campo  A',  cioè  : 

dxdy, 

come  risulta  del  resto  direttamente  dal  significato  geome- 
trico del  prodotto  doo  dy. 

Se  calcoliamo  Y  area  del  campo  K  riferito  ad  un  altro 
sistema  di  assi  coordinati  ortogonali  x^.y^,  troviamo  ana- 
logamente : 

/[% 
dXi  dy^. 

Introducendo  in  questo  integrale  le   variabili  x,y  legate 
alle  a:„y,  delle  relazioni: 

x^^=sax+by+c,  y(=—bx+ay+d, 

dove  a'4-&'=l>  si  ottiene  (art.  231): 


J        d(x,y) 


l'io 

Ma: 

d(x,,yj      I  a     b 


=a*4-6*=l, 


d(x,y)       1—6    a 

quindi  X,=X.  Cioè:  L'area  d'una  cunm  chiusa  è  indipen- 
dente dagli  assi  coordinati, 

259.  Se  si  ha  una  curva  riferita  ad  un  sistema  di  assi 
cartesiani  obliqui,  si  definisce  Tarea  compresa  fra  un  arco 
di  curva,  le  due  ordinate  estreme  e  il  segmento  intercetto 
dell'asse  delle  ascisse  in  modo  del  tutto  analogo  a  quanto 
si  fece  pel  caso  di  coordinate  ortogonali.  Si  ha  cioè,  detto 
w  l'angolo  degli  assi  coordinati: 

a^ssen  w  I   f(x)dx. 
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260.  Abbiasi  ora  una  curva  riferita  ad  un  sistema  di 
coordinate  polari,  e  vogliasi  definire  e  calcolare  l'area  del 
settore  compreso  fra  un  arco  di  curva  AB  e  i  due  raggi 

vettori  estremi  OA,OB.  Diviso  lo 
angolo  A  OB  in  n  parti  ^|,5^„...,*n 
mediante  i  raggi  OP^,OP^,.,.,OPn, 
e  indicando  i  punti  AqB  rispet- 
tivamente con  PjjPn+i^  si  prenda 
sull'arco  PkPkw  un  punto  qua- 
lunque Qky  poi  centrando  in  0 
con  raggio  OQk  si  descriva  un  ar- 

co  di  cerchio ,  che  tagli  i  raggi 

^  X  OPky  OPk+i   rispettivamente    in 

RhyRk-^\.  Posto  0Qtc—9ky  ed  essendo  p==g((p)  l'equazione 
polare  della  curva,  si  ha  : 

0RkRk-^\=2  P**^*==2^V9a;^a, 
quindi  : 

2  ORkRk^i=^Ì  g'(<pk)^k. 

/c=1  e  /essi 

Noi  prenderemo  come  definizione  dell'area  OAB,  in  se- 
guito a  considerazioni  analoghe  a  quelle  svolte  negli  ar- 
ticoli precedenti,  il  limite  a  cui  tende  la  somma  dei  set- 
tori circolari  ORKRk^\  quando  all'angolo  AOB  si  applica 
un  sistema  normale  di  suddivisioni;  avremo  quindi  : 

Area  OAB=-^j    P*d(p=^J    g'Mdcp, 

a  a 

essendo  XOA==a,  XOB=^. 

261.  Se  si  ha  una  curva  chiusa  tale  che  ogni  raggio 
vettore  la  tagli  tutt'  al  più  in  2  punti,  i  due  raggi  tangenti, 
i  cui  argomenti  diremo  a,p,  dividono  la  curva  in  2  parti, 
ciascuna  delle  quali  rappresenta  una  funzione  p  di  9  de- 
finita nell'intervallo  «p.  Dette  h(fXh((p)  queste  due  funzioni, 
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si  ha  per  l'area  del  campo  K  limitato  dalla  data  curva: 

y^fh*(^)drf-^yh*(^)d<f=~f[h*(<f)-h*(<f)]d<f. 

a  a  a 

Ora: 
quindi: 


d(pj      pdp=j     pdpd% 


h{^)  (K) 

integrale  che  corrisponde  alla  divisione  dell'area  in  e- 
lemcnti  infinitesimi  del  secondo  ordine  mediante  raggi 
vettori  e  cerchi  col  centro  nel  polo.  Introducendo  nell'in- 
tegrale lo  coordinate  cartesiane: 

cc=sp  costp,  i/^=p  sen  9, 

si  ha: 

X^  rvx^~+^  ^^^/^^-^  dx  dy. 
J  ^^   d(x,y) 

Ora  (art.  199): 

d(p,(p) 1       _i. 1^05  9  —psen(p\      1^     ^Jl • 

d(x,yj  ""  Wx.y)^  \  sen(p  pcosf^,"^  p  ^^Vx^  +  i/i^' 
d(p,<pJ 
quindi: 

/«) 
dixdy, 

cioè  la  nuova  definizione  di  area  coincide  con  quella  pre- 
cedentemente data. 
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^+-^-=1. 
a«  ^  J^ 


Si  ha: 


=  i  yda;=  —  I  V^  a*  —  a?*  dx. 


Posto  os^asent  si  ha: 

1      ,/             a?   ,  ^\/a«— a?«  \  ,  ^ 
==  -  a  6(^arc5^n  -+ -^ j+C. 

Per  avere  Tarea  d'uà  quarto  d'ellisse,  si  deve  esten- 
dere r  integrazione  rispetto  a  ^  da  0  a  g-;  si  trova  allora: 

'jvab 

.sicché  r  area  deir  intera  ellisse  è  nah. 

2.  Parabola  riferita  ad  un  diametro  ed  alla  tan- 
gente all'  estremità  di  esso:  y^  =  4qx.  Si  ha,  posto  Oi\=a?, 


0         wi'  ?      X 


NB=y,  e  detto  w  T  angolo  del  diametro  colla  tangente: 
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Area  ONB^=  sen  co  j   ydx=2sen  to^q  j    x/xdx 

0  0 

ir 

=  TT  sen  w  x/q^    =  tt  ^y  seti  w, 


e  quindi: 

Area  OCB=  ^ON.CB sento  =  ~  ON.DB; 

2 
cioè:  L' area  d' un  segmento  parabolico  è  77  del  paralle- 
logrammo circoscritto. 

3.  Iperbola  riferita  agli  asintoti: 

Se  w  è  r  angolo  formato  dagli  asintoti,  si  ha,   come  è 
noto: 

tu      a  tu      b 

quindi: 

2ab 
sen  0»=  — -— . 

Dopo  ciò  si  ha: 

/'*     ,       ab  C°\dx     ab ,,         ,      , 
y  dx=  ^J     —  =  2"  (^^^i""^-^o)- 

0  0 

In  particolare,  se  x^=:l,  si  ha: 

ab  , 

Da  ciò  è  venuto   ai  logaritmi   neperiani  (v.  art.  37)  il 
nome  di  logaritmi  iperbolici. 
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4.  Curve  iperboliche  genercdi.  Può  darsi  il  nome  di 
curva  iperbolica  ad  una  curva  avente  l'equazione: 

dove  p  è  una  costante,  che  per  fissare  le  idee  supporre- 
mo positiva,  ed  m,  n  sono  due  numeri  interi  e  positivi. 
La  curva  ha  per  asintoti  i  due  assi  coordinati.  L'  area 
compresa  fra  un  tratto  di  curva,  la  sua  proiezione  sull'as- 
se »  e  le  due  ordinate  estreme  è,  supponendo  per  sem- 
plicità gli  assi  ortogonali: 


a?  X 

0  0 


L'area  compresa  fra  Tasse  y  ed  un'ordinata   qualun- 
que è  finita  (art.  153)  se  m<n,  infinita  (art.  154)  sew>n; 
al  contrario  1'  area  a  destra  di  un'  ordinata   qualunque  è 
infinita  nel  primo  caso,  finita  nel  secondo  (*). 
5.  Cicloide  (art.  238)  : 


Si  ha: 
quindi: 


x=sa(t—sent),  y==a(l—  cost). 
dcf7=a{l--cost)df, 

(T=»  j  ydx^=^  j  (1  --COS  tfl  di 
=a«  {jdt-2jcosdt+Jcos^  tdt\ 

=aa2  [t—2  sen  t+  -^  rt-^sen  tcos  t)] 

3  1 

=0^  [-o- 1—2 sent+  -^  seni  cost]. 


n  A  titolo  di  curìoBltà  storica  ricordiamo  le  lunghe  diacussloni  a  cui  diede 
luogo  nel  secolo  decimottavo  la  quadratura  di  queste  aree.  Vedi:  Grandi,  D0  in- 
finitit  infinitorum  «1  infinite  parvorum  ordinibta  dùquititio  geometrica,  Pisa  1710. 
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Pei  limiti  fc=sO,  /=s2^  si  ha: 

ot=3Tra* . 

Cioè  :   Zr'  area  corrispondente  ad  un  intero  arco  di  ci- 
cloide  è  U  triplo  dell'area  del  cerchio  generatore. 
6.  Lemniscata  (art.  244): 

p«  =  2  a*  cos  2<p.  ' 

Si  ha  per  Y  area  del  settore  compreso  fra  i  raggi  di 
argomento  9o  ^  9t- 

1   /^*  /^*  tt* 

p-l    f^d(p==a^  I    co$2<pdf=i-^(sen2f^—sev2^J. 

Poiché  (lart.  244j  le  tangenti  nel  punto  doppio  fanno 
angoli  di  45^  coir  asse,  per  avere  V  area  d'  un   quarto  di 

lemniscata   dovrà  farsi  9o==0,  9,=  -j-;  si   trova  allora 

(1% 
(j=—^.  Quindi  r  area  dell'  intera  lemniscata  è  2a* . 

263.  Se  d'  una  curva  piana  non  si  conosce  la  rappre- 
sentazione analitica,  0  se  questa  è  troppo  complicata  per 
permettere  il  calcolo  esatto  dell'area  corrispondente,  con- 
viene ricorrere  alle  formole  d'  approssimazione. 

La  più  semplice  di  queste  è  quella  detta  di  Bézout, 
alla  quale  si  giunge  come  segue.  Si  divida  la  proiezione 
del  tratto  di  curva  considerato  suir  asse  x  in  n  parti  e- 
guali,  e  sia  h  la  lunghezza  d'una  di  queste;  sieno  poi  y^^^i/n 

le  ordinate  estreme ,  e  i^j,y„ ^?/»-f  quelle  corrispondenti 

ai  punti  di  divisione.  Imaginando  sostituite  agli  n  archi 
in  cui  resta  diviso  l'arco  dato  le  loro  corde,  la  superfìcie 
risulterà  scomposta  in,n  trapezi,  le  cui  aree  sono  rispet- 
tivamente : 
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Quindi  il  valore  approssimativo  dell'area  totale  è  : 

264.  Un'altra  formola,  che  dà  in  generale  un'  approssi- 
mazione maggiore,  è  quella  detta  di  Simpson. 

Dividiamo  la  proiezione  della  curva  sull'asse  x  in  2n 
parti,  e  indichiamo  con  h  la  lunghezza  d' una  di  queste, 
con  y^,ì/in  ìé  ordinate  estreme,  PJ^^iP'tnPìn,  con  y„y„,  .,2/2n-i 
le  ordinate  P'4Pi,P',P,,...,P'2»_iP8n-i  corrispondenti  ai  punti 

di  divisione.  Dopo  ciò  imaginiamo 
sostituito  all'  insieme  di  due  archi 
parziali  consecutivi  Pk  -Pfr+i , 
1^*.'  P;fe-hiPA+2,  dove  A  è  un  numero 
pari,  un  arco  di  parabola  passante 
pei  punti  P/t,Pyt+i,Pyt+2  e  avente 
l'asse  parallelo  all'  asse  y  (*).  In- 
dicnndo  con  Rk  il  punto  d'incon- 
-^  tro  di  Pk  Pk4-i  con  P'a+i  Pa+i,  si 
ha  (art.  262)  : 

Area  PkPk-^%Pk^\=^nkPk^\,P'kP'k^% 


2  1 


inoltre  : 


Area  Pk  Pk  'P'k^iPk^^-^(P'k  Pk + P'k^%Pk^%yPk  P  k^2 


=^(!//c'i-yk+tJ2h. 


Sommando  e  riducendo  si  ha: 


Area  Pk  P'k  P'k+%Pk-^'zPk-^\=''^0/k  +4i/ a+i+I/a+ì). 


{*)  Qttesta  parabola  è  pienamente  determinata,  essendo  dati  4  suoi  punti,  cioè 
^k*^k^V^k'h%  ®  ^'  P^'^'^  all'infinito  dell'asse  y. 
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Applìchiamo  questa  formola  successivamente  alle  n  cop- 
pie  di  archi  in  cui  è  diviso  l'arco  dato;  otterremo  le  aree: 


e  sommando,  per  F  area,  totale  : 


Inviluppi  dì  linee  piane. 

265.  Prima  di  riprendere  lo  studio  della  forma  d' una 
curva,  dobbiamo,  in  questo  capitolo  e  nel  successivo,  oc- 
cuparci dei  rapporti  di  posizione  che  possono  esistere  tra 
diverse  linee. 

Un'  equazione  : 

f(x,y,a)=:0, 

dove  a  è  un  parametro  indeterminato,  rappresenta  un'in- 
finità semplice  o,  come  suol  dirsi,  una  famiglia  semplice- 
mente infinita  di  curve,  ognuna  delle  quali  corrisponde 
ad  un  valore  particolare  di  a.  Due  curve  della  famiglia: 

f(oo,yA)=0,  f(x,!/,a+h)=0  (1) 

si  tagliano  in  generale  in  un  dato  numero  di  punti,  le 
cui  coordinate  si  ottengono  risolvendo  rispetto  ad  x,y  il  si- 
stema (1).  Sia: 

x=^(a,h)  ,  y=^(a,h) 

uno  dei  sistemi  di  valori  che  si  ottengono.  Da  tale  riso- 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  337  — 

luzìone.  Può  avvenire  che ,  restando  a  fìsso  e  tendendo 
h  a  zero,  lo  funzioni  9,  ^  «immettano  limiti  determinati 
F(a),  G(a),  ciofe  che,  mentre  la  curva  di  parametro  a+h 
tende  a  confondersi  con  quella  di  parametro  a ,  le  posi- 
zioni dei  punti  d' intersezione  variino  su  questa  seconda 
curva  tendendo  verso  posizioni  limiti  determinate  : 


x=F(a)  ,  y^G(a),  (2) 

Ora  il  sistema  (1)  è  equivalente  all'altro: 

n^,y,a)=^.  fi^'y^'^^-K^-^-^  =0,         (3) 

che  può  anche  scriversi,  supposta  /* derivabile  rispetto  ad  a: 

dove  T  ò  una  quantità  dipendente  da  A,  ma  sempre  com- 
presa tra  0  e  1;  si  ha  quindi  identicamente: 

Poiché  le  9,  4'  lion  hanno  alcun  significato  per  7^=0, 
noi  attribuiremo  loro  per  questo  valore  di  h  rispettiva- 
mente il  valore  F(a),  G(a),  e  con  ciò  esse  diverranno  con- 
tinue per  /i==0;  quindi,  se  f  ed  fa  sono  funzioni  continue 
dei  propri  argomenti,  si  avrà  (art.  64): 

lim  f(9(aJi)M(^Jiha)=f(F(a),G(a)A), 

e  per  conseguenza: 

f(F(a),G(a),a)^,  M^«A|f^  ^. 

ViVAUTi»  Cakoh  ìnfinituimak  SS 
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Ne  risulta  che: 

tc=F(a),y=0(a) 
è  una  soluzione  del  sistema: 

/ra;.,,a.=O.M^^U  (4) 

Osservando  che  il  sistema  (4)  si  ottiene  dal  sistema  (3) 
passando  al  limite  per  /i=0,  può  dirsi  che ,  invece  di  ri- 
solvere il  sistema  (1)  o  (3)  e  poi  cercare  il  limite  delle  so- 
luzioni, si  può  applicare  direttamente  a  quel  sistema  il 
passaggio  al  limite  e  poi  risolvere  il  sistema  ottenuto. 

I  punti  (2)  possono  designarsi,  nel  linguaggio  infinite- 
simale, come  i  punti  d'intersezione  d'una  curva  della  fa- 
miglia colla  curva  ad  essa  infinitamente  vicina  o  conse- 
cutiva (*).  Il  luogo  di  tali  intersezioni  si  dice  inviluppo 
della  famiglia  di  curve;  e  la  sua  equazione  si  ottiene ,  in 
base  a  noti  principii  di  geometria  analitica,  eliminando  a 
fra  le  (4).  Cioè: 

L'equazione  dell'inviluppo  d'una  famiglia  di  curve  si 
ottiene  derivando  V  equazione  della  famiglia  rispetto  al 
parametro,  ed  eliminando  il  parametro  stesso  fra  l'equa- 
zione e  la  sua  derivata  (**). 

266.  Il  nome  d'inviluppo  dato  al  luogo  testé  conside- 
rato è  dovuto  alla  seguente  proprietà  di  esso: 

L'inviluppo  è  tangente  a  tutte  le  curve  della  famiglia. 

Rammentiamo  che  due  curve  si  dicono  tangenti  in  un 
punto,  quando  hanno  comune  in  esso  la  tangent^. 

Supponiamo  che  dalla  seconda  delle  (4)  dell'  art.  pre- 
cedente si  ricavi  : 

a=^a\y)\ 


(*)  Le  cose  delie  Intorno  ai  principii  del  metodo  infinitesimale  ci  permettono 
di  usare  queste  frasi,  apparentemente  Inesatte  o  prive  di  senso,  senza  alcun  pe- 
ricolo di  equivoco  intorno  al  loro  significato  preciso. 

P  V.  più  innanzi  (art.  824]  alcune  osservazioni  In  proposilo. 
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r  equazione  dell'  inviluppo  sarà: 

Ora  sia  P  un  punto  comune  air  inviluppo  ed  alla  curva 
di  parametro  a ,  e  siano  pt,  v  i  coefficienti  angolari  delle 
tangenti  alle  due  curve  in  P.  Sarà: 


7)y       ^       7>^         "dy 
7}f(x.y>a) 


'Df(x,y,  aj 


"Dy 
Ma  si  ha  identicamente  : 


=0, 


quindi  l'espressione  di  pt  si  riduce  a  : 


0^ 


Dy 

Inoltre  nel  punto  P  ^(os,y)=a,  onde  si  ha  fu=v. 

267.  Esempi.  —  1.  Trovare  V  inviluppo  d'una  retta  di 
lunghezza  costante  k  che  si  muove  in  modo  che  i  suoi  e- 
stremi  percorrano  du£  rette  ortogonali. 

Prese  queste  due  rette  come  assi  coordinati ,  e  indi- 
cando con  a  r  angolo  della  retta  mobile  coir  asse  a?,  la 
equazione  di  questa  retta  sarà  : 


X 


>-irér^=l. 


k  cosa      k  sen  a 
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ossia: 

xsena+xjcosn-  ksenacosa=0. 

Derivando  rispetto  ad  a  si 
ottiene: 

a?cosa— ys^na— ftcos2a==0. 

^  Dalie  due  relazioni  segue: 

x=kcos^a,y=^ksen^a, 

ed  elimi'  andò  a  : 

A      J,      ^ 

La  curva  rappresentata  da  questa  equazione  si  dice  aste- 
roide. 

Alla  stessa  curva  si  giunge  cercando  Y  inviluppo  delle 
ellissi  aventi  comuni  gli  assi  e  nelle  quali  la  somma  delle 
lunghezze  degli  assi  è  costante. 

Detta  2k  la  somma  dei  due  assi ,  a  il  semiasse  diretto 
secondo  Tasse  delle  a? ,  Y  equazione  della  famiglia  di  cur- 
ve sarà  : 

oc*    I      ^'    ^1 


Derivando  rispetto  ad  a  si  ottiene  : 


a*    '-(h- 

-a/    "• 

da  cui,  essendo  X  una  quantità 

da  determi 

narsi  : 

Xa;*=a*,  Xy*= 

^(k^a)\ 

Sostituiamo  nella  precedente; 

k 
avremo  —- 

=1 ,  quindi  : 

X=ft,  x»-f,  y*-- 

(h-a/ 
~      k      ' 
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ossia  : 

1.8       3       «  L  i       3 


da  cui  sommando  : 


^''{x'+y'\ 


e  infine: 

A      A      JL 

2.  Un  grave  lanciato  nel  vuoto  da  un  punto  O  con 
una  velocità  iniziale  u  in  una  direzione  il  cui  coefficiente 
angolare  rispetto  airorizzonte  è  a,  descrive  una  parabola 
di  equazione  : 

y=ax-(ì+a')j^, 

dove  r origine  è  0,  lasse  x  è  Torizzontale  del  piano  ver- 
ticale contenente  la  u,   l'asse  jj  è  la  verticale   diretta  in 

te* 
alto,  ed  h  è  l'altezza  dovuta  alla  velocità  u,  cioè:  h=-^ — 

2g  , 

g  essendo  V  accelerazione  di  gravità.  Si  vuol  determinare 

r  inviluppo  di  tutte  le  parabole  giacenti  in  un  medesimo 

piano  verticale  e  corrispondenti  ad   un  valor  costante  di 

w  e  a  tutti  i  valori  possibili  di  a. 

Derivando  V  e^juazione  rispetto  ad  a  si  ottiene  : 

da  cui  : 

2h 
a?» 
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e: 


ossia  : 


i^-=2A 


-(•H-^)^. 


L' inviluppo  è  dunque  una  parabola  avente  per  asse 
Tasse  delle  y,  il  cui  vertice  sta  all'altezza  h  sopra  0,  e  il 
cui  fuoco  è  0. 


Contatti  delle  curve  piane.  Cerchio  osculatore. 

268.  Abbiansi  due  curve  : 

e  supponiamo  che  esse  abbiano  comuni  n  punti  P^»^!»— >^«-^ 
le  cui  ascisse  formino  una  progressione  aritmetica  : 

X,  x-^àx,  x+2àx, ,  x+(n--l)àx. 

Le  ordinate  corrispondenti   nelle  due  curve  saranno  ri- 
spettivamente : 

/(xhfrx+àxj/Cr+2/ix), ,/r^+rn-i;Ar;, 

f(x),fCx+àx)M^+2^r), M^+fn—l)^x); 

e  per  T ipotesi  fatta  sarà: 

f(x)==^xXf{x+^x)==^(x+/ixMx+2à^0=^(x+2^), , 

f(x+rn—l)^x)===^x+(n'-ì)^x). 

Poiché  A»-  f(x)  è  una  funzione  (^art.  137)  di  f(x),f(x+àkx), 
,f(x+r^x),  si  avrà: 

f(x)==^(xJAf(ooJ=àrp(x)AY(xJ==à'irx),..,.A^^^^^ 
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Lf(x)    ^    ù^x)         ^'t(x)    ^   AVar;     \ 
Ao^  Aor       '        Aa?«  Ax«      7 


Aa?**^^  Ax**^ 

Se  le  curve  considerate  sono  continue ,  al  tendere  dì 

Aa:  a  zero  Pt,P„ ,Pn-i  tendono  verso  F^  e  se  inoltre  le 

funzioni  f(co)/^x)  ammettono  le  derivate  sino  ali'  ordine 
n— 1,  le  relazioni  (1)  divengono,  al  limite  (art.  138)  : 

Se  una  curva  può  considerarsi  come  la  posizione  limite 
a  cui  tende  una  linea  mobile  avente  con  una  linea  fissa  n 
punti  comuni  quando  questi  punti  tendono  a  coincidere 
in  uno  solo,  si  dice  che  essa  ha  colla  curva  fissa  in  questo 
punto  un  contatto  d'ordine  n— 1.  Le  condizioni  per  T  esi- 
stenza d' un  contatto  d'ordine  n— 1  sono  date  dalle  (2). 

Nel  linguaggio  infinitesimale  può  dirsi  che  due  curve 
hanno  un  contatto  d'ordine  n— 1  quando  hanno  comuni  n 
punti  infinitamente  vicini  o  consecutivi. 

Il  nome  di  contatto  è  giustificato  dalla  circostanza  che 
due  curve  aventi  un  contatto  d'ordine  >0  in  un  certo 
punto  hanno  in  quel  punto  la  tangente  comune,  ossia  so- 
no tangenti  fra  loro.  Infatti  la  relazione  f(x)=/^'(x)  mo- 
stra che  le  tangenti  alle  due  curve  nel  punto  comune 
hanno  lo  stesso  coefficiente  angolare. 

Quando  due  curve  si  tagliano  in  un  punto  senza  avere 
in  esso  la  tangente  comune,  può  dirsi  che  esse  hanno  un 
contatto  d'  ordine  zero. 

269.  Supponiamo  che  esistano  e  sieno  continue  anche 
le  derivate  n-esime  di  f(x),f^xX  potrà  scriversi  (art.  120)  : 
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dove'0<T<l,—  ossia,  per  le  (2i: 

* 

Se  il  contatto  ò  precisamente  d'ordine  n— 1,  si  ha: 
ossia: 

e  quindi,  essendo  (art.  43)  fi^^)(x)-^(^{^)(x)  una  funzione  con- 
tinua, potrà  assegnarsi  (ivi)  una  quantità  positiva  k  tale 
che  per  \k'\<ik  la  differenza: 

al)bia  lo  stesso  sogno  di  f''^(x)-'(^(^)(x).  Di  qui  segue  che: 
Per  n  pari,  si  ha  per  h  tanto  positivo  che  negativo  : 

f(x-\'h)y(^x-\-h)  oppure  f(x-\'h)<jp(x+h). 

Per  n  dispari  si  ha,  per  //  positivo: 

fix+hjycpfx+h)  0  1(co+h)<^(x+H 
e  corrispondentemente  per  h  negativo: 

f(x+h)<^(x+h)  o  r{x+h)><p(x+h). 

Considerando  che  fCr^+hJ,(p(ii'+hJ  sono  le  ordinate  delle 
due  curve  corrispondenti  ali  ascissa  X'{-/i,  può  concluder- 
si che  : 

Lue  curve  aventi  un  contatto  in  un  punto  si  attra- 
versano 0  no  y  secondochè  V  ordine  del  contatto  è  pari  o 
dispari. 

Inoltre  si  vede  dalla  (3)  che  : 

La  differenza  delle  ordinate  delle  due  curile  corri- 
spondenti ad  una  medesima  ascissa  x+h  è  infinitesima 
d*  ordine  n  rispetto  ad  h,  se  n— 1  è  lordine  del  contatto. 
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270,  Abbiasi  una  curva  y=f(x)  ^  e  sia  y=(p(x)  V  equa- 
zione generale  di  tutte  le  curve  d'una  stessa  specie  (p.  es. 
l'equazione  generale  della  retta,  del  cerchio,  delle  coniche, 
etc).  Possiamo  proporci  di  determinare  la  curva  della 
specie  considerata  che  ha  colla  curva  data  un  contatto 
del  massimo  ordine  possibile  in  un  punto  arbitrario  di 
essa.  Se  r  è  il  numero  delle  costanti  indeterminate  che 
figurano  nella  funzione  (pCvì,  si  potrà  in  generale  deter- 
minare il  valore  di  queste  costanti  in  modo  che  sieno  sod- 
disfatte r  condizioni  e  non  più.  Prese  come  tali  le: 

fU0=9(^)f('rJ=9'M ,n--'^)(x)=9(r^'^)(x) ,        (1  ) 

si  vede  che  il  massimo  ordine  del  contatto  sarà  r— 1.  Le 
curve,  la  cui  equazione  generale  contiene  r  parametri ,  e 
che  hanno  con  una  curva  data  un  contatto  d'ordine  r— 1, 
si  dicono  osculatrici  a  questa  curva.  —  Può  avvenire  na- 
turalmente che  ,  in  qttaiche  jJimto  sjoecia^e ,  Y  ordine  del 
contatto  superi  r  - 1  ;  ciò  accado  per  quei  valori  di  x  pei 
quali  i  valori  dei  parametri  che  soddisfanno  alle  (1)  ren- 
dono eguali  anche  alcune  delle  derivate  successive  delle 
funzioni  ffjr),<p(x). 

271.  Cerchiamo  anzitutto  la  retta  osculatrice  ad  una 
curva  t/=f(x)  in  un  suo  punto.  Poichò  V  equazione  della 
rotta  : 

Y=(p(uX)=aX'hb 

(dove,  per  evitare  equivoci,  indichiamo  con  lettere  maiu- 
scole le  coordinate  correnti)  contiene  due  parametri,  il 
contatto  sarà  del  primo  ordine.  Le  condizioni  di  conUxtto 
sono  : 

f(x)=(pfx)=cix+b,  f(x)=^'(x)=a, 

sicché  l'equazione  della  retta  osculatrice  è  : 

Y=r(x)X-^f(x)-^r(x)x, 
ossia  : 

Y-^f(x)=r(x)(X--x), 

che  coincide  coll'equazione  della  tangente. 
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V'ha  un  contatto  d'ordine  superiore  al  primo,  quando 
f(x)=t^''(x)y  ossia  /"^ar>=0,  cioè  nei  punti  d'incontro  della 
curva  colla  sua  Hessiana,  e  in  particolare  nei  flessi. 

272.  Vogliamo  ora  determinare  il  cerchio  osculatore  ad 
una  curva  y'=^f(x)  in  un  suo  punto.  Indicando  con  (éjti) 
e  con  p  il  centro  e  il  raggio  del  cerchio,  la  sua  equazione  è: 

e  la  funzione  Y  di  X  da  essa  definita  è  quella  che  abbia- 
mo sinora  indicato  con  ^X),  cioè  si  ha  : 

rx-4/+r9rA':^-t,/-p«=o,  (i) 

da  cui,  derivando  due  volte  : 

2rx-.4y+2r9r^;-wr^;so,  (2) 

2ri+9'Y^Y;;4"2r9{A^)-tj;9Y^>fe0.  (3) 

Le  (p(X)y(p'(Xj,(p"(XJ  ricavate  da  queste  equazioni  dovranno 
per  X=x  essere  eguali  rispettivamente  a  f(x)yf(x),f*(x)\ 
il  che  equivale  a  dire  che,  ponendo  in  queste  equazioni  a: 
in  luogo  di  X  e  K'^)f(x).r(^)  in  luogo  di  ^X),i(XliX^l 
esse  dovranno  essere  soddisfatte.  Si  avrà  cioè  : 

'r-4+(A'2:')-n)r(a-)=0  ,  (4) 

i+/'M^')+(A^)-^)r(^Ho; 

da  cui  risolvendo,  e  scrivendo  per  semplicità  ^,y',t/'  invece 

di/r^;/r^;/r^): 

a 


(1+^'M' 


formolo  che  danno  il  centro  e  il  raggio  del  cerchio  oscu- 
latore. 

Se  la  curva  è  data  mediante  due  equazioni  della  forma: 

cc=x(t),  y=y{t), 
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le  espressioni  precedenti  divengono,  in  virtù  delle  iormole 
dell'art.  143: 


x\t)iAt)--ai\t)y\t) 

In  particolare,  se  si  prende  T  arco  s  come  variabile  in- 
dipendente (cfr.  art.  252),  sì  ha: 

^(s)  +  J/^(s)  =  l, 
e  quindi: 

1 


k'(s)i/"(5)-^"(s)i^'(5); 


In  un  flesso  si  ha  f/"=0,  quindi  4=tq=3o  ,  e  il  cerchio 
osculatore  si  riduce  alla  tangente,  che,  come  già  trovam- 
mo, ha  allora  un  contatto  d' ordine  superiore  al  primo. 

Poiché  il  cerchio  osculatore  ha  comune  colla  curva  la 
tangente,  e  quindi  anche  la  normale,  il  suo  centro  si  tro- 
va stilla  normale  alla  curoa.  Siccome  poi  nel  punto  di 
contatto  f(x)==tf^x)  e  f"{x)=^"{x) ,  il  cerchio  e  la  curva 
volgono  la  concavità  dalla  stessa  parte  ;  quindi  la  curva 
è  concava  in  un  suo  punto  rispetto  al  centro  del  cerchio 
osculatore  in  quel  punto. 

Perchè  il  cerchio  osculatore  abbia  un  contatto  d'ordine 
superiore  al  secondo,  V  equazione  : 

L69'(X)9"(X)+2(9(X)-T,)9'«(-y)=« 

ottenuta  derivando  la  (3)  dev'  essere  soddisfatta  quando 
si  ponga  X^,^(X)=M>  9'W=A^),  fW^A^^), 
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(p"\X)=f^"(x)  e  per  tq  si  ponga  V  espressione  trovata.  De- 
ve essere  cioè: 

1-4- v'' 

ossia: 

a^y^  -(14-y'J)7/"=dO. 

273.  Esempi.  —  1.  Pai^ahola:  y^  ^4pcG=^,  Si  trova: 


quindi,  dopìD  qualche  riduzione  : 

P  VP 

Diciamo  0  T  origine,  P  il  punto  (a?,//) ,  C  il  centro  dei 
cerchio  osculatore  in  7^  D  il  punto  d' intersezione  della 
normale  colla  direttrice,  A,N  i  punti  d'intersezione  collo 
asse  X  della  direttrice  e  della  normale,  infine  P'  e  C  le 
proiezioni  di  P  e  C  suir  asse  x. 
Si  ha: 

OF=x,  0C'=2p+'ix,  AO=p, 
quindi  : 

P'C=2p+2x,  AP^iì+x^^P^a, 

0  per  conseguenza  DP=~PC.  Cioè:  Il  raggio  del  cerchio 

osculatore  è  doppio  del  tratto  di  normale  intercetto  tra 
la  curva  e  la  direttrice. 
Si  è  trovato  (art.  2;38): 


ne  segue  : 

^   L  » 
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Cioè  :  //  raggio  del  cerchio  osculatore  è  proporzionale  al 
cubo  della  normale, 

2,  Ellisse  e  iperbola  :  —  i/i"^^^-  '^'  '^''^• 
/-ir^     /' ^^*_ 


quindi,  posto  a'  ^  6*  =  o*  =  a^  e^  ; 


8  _3^ 

2 


._e^x^  g^ e^  y^    ^fa'^  U^  +  b^x^)^ _,a^  —  e^ x^ 

^""a^"'"^         6*      '^~"      a*&*  ""         ab 

Si  6  trovato  (art.  2:J8)  : 

1 


ne  segue: 


tt» 


—  /■    • 


Cioè:  /Z  raggio  del  cerchio  osculatore  è  proporzionale  al 
cubo  della  normale. 

3.  Catenaria 


-jc  quindi 


n  È  lo  curva  secondo  la  quale  s!  dispone,  per  effetto  della  gravità,  un  filo  di 
peso  uqiforme  Ossalo  ai  due  capi.  È  simmetrica  rispetto  ad  un  asse  verticale,  che 
si  prende  come  asse  y ,  mentre  per  bsse  ob  si  prende  una  retta  orizzontale  posta 
alla  distanza  a  al  di  sotto  del  punto  più  basso  della  curva. 
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La  relazione  iQ==2y  ci  dice  che  per  ottenere  il  centro 
del  cerchio  osculatore  si  deve  prolungare  la  normale  al 
di  sopra  della  curva  di  tanto  di  qnanto  è  lunga  la  nor- 
male geometrica. 

4.  Cicloide  (art.  238):  ct=^(tsent),  y^Ma(\--cost). 
Si  ha  :• 

x\t)==a(l'-cost),  y'(t)t=asent,  x''(t)=asent,  ì/*(t)=acosty 

quindi  : 


/l^COSi 

y-2- 


,  l^cost      .         t 


La  relazione  iq=3— y  ci  dice  che  il  centro  del  cerchio 
osculatore  si  ottiene  prolungando  la  normale  al  di  sotto 
deir  asse  x  di  tanto  di  quanto  essa  è  lunga. 


Curvatura.  Evolute  ed  evolventi. 

274.  Un  elemento  essenziale  per  giudicare  della  forma 
d' una  linea  è  la  curvatura ,  cioè  quel  carattere  per  cui 
una  linea  curva  si  differenzia  da  una  retta.  Anche  questo 
è  tra  quei  concetti  di  cui  abbiamo  un'idea  abbastanza  ap- 
prossimata; giacché  p.  es.  di  due  curve  tangenti  fra  loro 
ognuno  dirà  senza  esitare  che  V  interna  ha  maggior  cur- 
vatura dell'esterna.  Vi  è  anzi  una  linea,  per  la  quale  il 
concetto  di  curvatura  prende  una  forma  così  netta,  che 
noi  possiamo  applicare  ad  esso  anche  un  certo  criterio 
di  misura;  ed  è  il  cerchio.  Infatti,  se  il  raggio  d' un  cer- 
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chio  è  doppio  di  quello  d'un  altro,  noi  siamo  portati  spon- 
taneamente a  dire  che  la  curvatura  del  primo  è  la  metà 
di  quella  del  secondo;  sicché  come  misura  della  curvatura 
d' un  cerchio  può  prendersi  la  reciproca  del  suo  raggio. 
Ma  se  abbiamo  un'altra  curva  qualunque,  la  cosa  non  è 
più  così  chiara.  Tentiamo  pertanto  di  definire ,  nel  modo 
più  conforme  possibile  alle  nostre  idee  comuni ,  ciò  che 
debba  intendersi  per  curvatura  d'una  linea  piana  in  un 
suo  punto. 

Noi  seguiremo  due  vie  diverse,  che  però  ci  condurran- 
no ad  uno  stesso  risultato. 

Sieno  P,Q,R  tre  punti  della  curva  considerata ,  le  cui 
ordinate  sieno  equidistanti.  Si  può  chiamare  curvatura 
media  dell'arco  PQH  la  reciproca  del  raggio  del  cerchio 
passante  per  quei  3  punti ,  e  curvatura  nel  punto  T-  il 
limite  à  cui  tende  la  curvatura  media  quando  i  punti  Q 
ed  72  tendono  a  confondersi  col  punto  P.  Poiché,  al  limi- 
te, il  cerchio  PQR  diviene  il  cerchio  osculatore  in  P,  ne 
segue  che  la  curvatura  è  la  reciproca  del  raggio  del  cer- 
chio osculatore,  il  quale  appunto  per  questo  viene  detto 
anche  raggio  di  curvatura,  come  centro  di  curvatura  si 
chiama  il  centro  del  cerchio  osculatore. 

Se  abbiamo  un  oggetto  lineare  di  lunghezza  costante 
e  di  forma  variabile,  come  p.  es.  una  verga  flessibile,  noi 
diciamo  che  esso  é  tanto  più  incurvato  quanto  più  grande 
è  l'angolo  che  formano  tra  loro  le  tangenti  nei  due  estre- 
mi. Possiamo  quindi  prendere  quest'angolo,  che  si  chiama 
angolo  di  contingenza,  come  misura  della  curvatura  me- 
dia a  parità  di  lunghezza  d'arco;  ossia  possiamo  definire 
come  curvatura  media  d'un  arco  il  rapporto  dell'  angolo 
di  contingenza  alla.lunghezza  dell'arco  stesso.  Il  limite  di 
questo  rapporto  quando  uno  degli  estremi  dell'  arco  s' av- 
vicina indefinitamente  all'altro  é  la  curvatura  nell'estre- 
mo fisso. 

Calcoliamo  la  curvatura  in  base  a  questa  seconda  de- 
finizione, e  dimostriamo  che  essa  è  la  reciproca  del  raggio 
del  cerchio  osculatore. 
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Sia  a  r  angolo  che  la  tangente  nel  punto  (x,y)  fa  col- 
Tasse  .delle  x\  sarà  a-f-Aa  l'angolo  della  tangente  nel 
punto  (x-^ù.x^y-^-^y)  col  l'asse  delle  x,  e  quindi  Aa  l'angolo 
di  contingenza  relativo  all'arco  As.  Detta  C  la  curvatura 
(giusta  la  seconda  definizione),  sarà: 


C= 


,.      Aa 

Iwi  — - 

A«=)  As 


ossia,  poiché  tanto  «  che  s  sono  funzioni  di  x\ 


Aa  I 

,.       Aiz?  I 
lim-- — ,= 

Ar=0  AS    I 
Ao?  ; 


Aa 


lim  ^ 
A»=o  Ar 


A.9 


lim   . 


da 


dx 


ds 


dx 


Ora: 
quindi  : 

inoltre  : 

quindi  : 


ef;==arctgy' , 

da  ^    y" 
dx~\+y'^' 


C= 


y" 


275.  Sia  C  il  centro,  e  PR  un  diametro  d'un  cerchio  ; 
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sia  inoltre  PQ  una  corda  qualunque ,  PU  la  tangente  in 
P,  e  da  Q  si  abbassino  le  perpendicolari  QS,QV  sopra 
PR,PU,  Per  un  noto  teorema  di  geometria  elementare  sarà: 

PQ'=PR.PS=2PC.QV, 
ossia  : 

pc=l55' 

^^     2QV 

Se  il  cerchio  considerato  è  il  cerchio  osculatore  ad  u- 
na  curva  nel  punto  P,  le  due  linee  hanno  in  comune 
(col  linguaggio  convenzionale  degl*  infinitesimi),  oltre  il 
punto  P  ed  il  suo  successivo  posto  sulla  tangente  in  P, 
anche  un  terzo  punto  Q  ;  PC  è  il  raggio  di  curvatura  p 
in  P,  e  si  ha  quindi  : 

1  ,.    PQ» 


2pQ^^QV' 

Cioè:  Il  raggio  di  curvatura  è  la  metà  del  limite  a  cui 
tende  il  rapporto  del  quadrato  d'una  corda  alla  distanza 
d'uno  dei  suoi  estremi  dalla  tangente  nelV  altro  estremo 
quando  la  corda  decresce  indefinitamente. 

Possiamo  verificare  analiticamente  questo  risultato.  Ab- 
biamo trovato  (art.  235): 

;.     QV        1      r 

ne  segue: 

,.      QV     ..      or,.  Aa?«  1      j/"  1 

hm  3:^— =/im  ——-hm  .  ^  ,  .  >  =—7: — vrrpi 

PQ^^pQt      Aar=o  Aa?«  Aar=:oAa72  +Ay«  2  ^l+y'2  1+1/^ 

^  1    y'' 

2 T' 

quindi,  tenendo  conto  soltiinto  dei  valori  assoluti: 

1       pìy» 

-^lim-jrr^^p, 
VitautIi  Cakùlo  InfinilHtmaU  SS 
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276.  Sieiio,  come  nell'art.  274,  P,Q,R  tre  punti  infinita- 
mente vicini  comuni  alla  curva  ed  al  suo  cerchio  oscula- 
tore in  P,  Poiché  PQ  e  QR  prolungate  ci  danno  le  tan- 
genti sì  alla  curva  che  al  cerchio  nei  punti  P,Qj  anche 
le  normali  in  questi  due  punti  saranno  comuni  ad  ambe 
le  curve.  Ora,  poiché  tutte  le  normali  ad  un  cerchio  con- 
corrono nel  suo  centro,  ne  segue  che  il  centro  di  curva- 
tura é  il  punto  d'incontro  di  due  normali  infinitamente 
vicine.  È  quasi  inutile  aggiungere  che  il  vero  significato 
di  questa  espressione  é  il  seguente:  //  centro  di  curva- 
tura relativo  ad  un  punto  della  curva  è  la  posi^ioìie  li- 
mite dell'  intersezione  della  normale  in  quel  punto  con 
una  normale  che  tende  a  coincidere  con  essa. 

Vogliamo  verificare  per  via  analitica  questo  risultato 
ottenuto  con  considerazioni  infinitesimali. 

L'insieme  delle  normaU  alla  curva: 

può  considerarsi  'come  una  famiglia  semplicemente  infinita 
di  linee,  nella  cui  equazione  (art.  236)  : 

entra  come  parametro  variabile  l'ascissa  a?  del  punto  della 
curva  per  cui  passa  ciasc  ina  normale.  Come  si  è  veduto 
(art.  265),  le  intersezioni  di  due  linee  successive  della  famiglia 
si  ottengono  risolvendo  il  sistema  formato  dall'  equazione 
della  famiglia  e  dalla  sua  derivata  rispetto  al  parametro. 
Nel  caso  nostro  tale  sistema  é  : 

e  la  sua  identità—  salvo  il  segno  —  colle  due  ultime  e- 
quazioni  (4)  dell'art.  272  dimostra  che  le  X,Y  che  se  ne 
ricavano  non  sono  altro  che  le  coordinate  i,  iq  del  centro 
di  curvaturn. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  355  — 

277.  Il  luogo  dei  centri  di  curvatura  d'  una  linea  dice- 
si la  sua  evoluta  o  sviluppata,  e  la  linea  data  dìcesi  la 
evolvente,  sviluppante  o  involuta  di  questa.  Da  ciò  che  si 
è  detto  neir  art.  precedente  risulta  che: 

U evoluta  d'una  curva  è  V inviluppo  delle  sue  nor- 
mali. 

Supponiamo  la  curva  data  mediante  le  espressioni  di 
a?,//  in  funzione  dell'  arco  s;  sarà  allora  (art.  252): 

^/i+y'3=l,  (1) 

e  quindi  derivando: 

ar'a?"+f/'é/"=4).  (2) 

Per  la  nota  identità: 

r  a«  +  6«  ;  r  c«  +  d«  )=(ac+hd)^  +(ad-'bc)^ 
si  ha: 

ossia  per  le  (1),'2): 

x"^  +  ft  =  (xY^y'xy  . 


Poniamo: 


sarà: 


^y-?yv=  :J:;  (3) 


-^'^  +  i/'^  =  ~r'  (4) 


inoltre  (art.  272): 

$  =  07— ry,  Tì=:j/+ra?',p=:|r|.  (5) 

Derivando  le  due  prime  equazioni,  si  ottiene: 
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da  cui  con  facili  riduzioni  e  tenendo  conto  delie  (1),  (2),  (4  : 
^^4'+y'ti'=4),  (6) 

$'«  +  t)'2=r'i.  (7) 

Ora  dall'  ultima  delle  (5)  segue: 

quindi: 

2pp'=£rr', 
ossia: 

p«  p*»  c=  r^  r'2  , 
da  cui: 

(Quindi  la  (7)  può  scriversi: 

4'«+t)'«=p'«.  (8) 

Consideriamo  anzitutto  la  (6);  essa  può  porsi  sotto  la 
forma  seguente: 

dy  ^      di 
dx  dx\  * 

che  ci  dire  che  le  tangenti  alVecolvente  e  ali  evoluta  nei 
'punti  corrispondenti  sono  tra  loro  ortogonali.  Ciò  risulta 
del  resto  evidentemente  dal  fatto  che  la  normale  all'evol- 
vente in  un  punto  è  tangente  air  evoluta  nel  punto  corri- 
spondente. 

La  (8)  può  scriversi: 

dg^  +dt]^  =dp* , 

ossia,  indicando  con  a  V  arco  dell'  evoluta: 

d(7«  =  dp» . 

Integrando  per  l'arco   di  evoluta   compreso   fra   due 
punti  C,D,  si  ha: 
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dove  /?o»^i  sono  i  valori  di  p  pei  punti  A,B  dell'  evolvente 
corrispondenti  rispettivamente  ai  punti  CyD  dell'evoluta. 
Se  quindi  abbiamo  un  filo  flessibile  [fissato  per  un  capo 
in  i>  e  facciamo   muovere  Y  altro  capo  B  in  modo  che  il 
filo,  restando  sempre  teso,  s' appoggi  alla  curva  Z)C,   l'e- 
stremità B  descriverà  una  e-  ^  ^ 
volvente  di  questa  curva.  Di    ^      ^ 
qui  i  nomi  di  evoluta  o  svi- 
luppata e  di  evolvente  o  svi- 
luppante. 

Poiché  la  lunghezza  del  fi- 
lo è  arbitraria ,  può  dirsi  che 
una  curva  data  ammette  infi- 
nite evolventi.  Queste  hanno  ^ 
tutte  le  normali  comuni ,  e  il 
tratto  di  normale  intercetto  fra 
due  di  esse  ha  lunghezza  co- 
stante; cioè  sono  curve  paral- 
lele, 

278.  Per  trovare  l' evoluta 
data  l'evolvente: 

si  elimina  x  fra  le  due  equazioni  : 

|__„.l^,  ^+l±r,  (!) 

i  cui  secondi  membri  contengono  la  sola  variabile  x. 

Se  l'equazione  dell'evolvente  fosse  data  sotto  forma  im- 
plicita, i  secondi  membri  della  (1)  conterrebbero  x  oà  y, 
che  si  dovrebbero  eliminare  coll'aiuto  dell'equazione  data. 

Per  trovare  l' evolvente  data  l' evoluta  : 

t3=9(S), 

si  osservi  che,  se  Q(4,ti)  è  un  punto  dell'  evoluta  e  P(oi>,yJ 
il  corrispondente  dell'evolvente,  e  se  si  indicano  con  4o»''Qo 
le  coordinate  del  punto  C,  si  ha: 
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arcoCQ=a=J  ^/l+^''(Ì)dÌ,  QP=,R,+y; 

e. 

inoltre  il  coefficiente  angolare  della  tìP  è  -^  ossia  9(U^, 
sicché  si  ha; 


Eliminando  6  fra  le  dne  equazioni ,  si  ottiene  Y  equa- 
zione dell'  evolvente. 

279.  Esempi.  —  1.  Trovarle  V  evoluta  della  paraòóla  : 
y" — 4pa:?=0. 

Si  è  ottenuto  (art.  273): 

g=2p+àr,  iQ= —=—2 


P  VP 

Eliminando  a?,  si  ricava  : 

4f6— 2p/— 27pt)«=0. 
2.  Trova^^e  r evoluta  dell'ellisse  e  delV iperbola 
-r+TT=l.  —  Si  è  ottenuto  (ivi): 


ne  segue  : 


e  quindi: 
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3.    Trovare    V  evoluta   della   cicloide    (art.   Z18)  : 
x^aft-sent)^  y=a(ì'-cos tj.  Si  6  ottenuto  (ivi): 

l=a(t+sent),  x\='-a(\-'Cos  tj. 
Poniamo  : 

e  trasportiamo  gli  assi  coordinati  parallelamente  a  sé  stessi 
in  modo  che  la  nuova  origine  sia  il  punto  CTca,— 2aJ  ;  in- 
dicando con  gpt),  le  coordinate  del  centro  di  curvatura  ri- 
spetto ai  nuovi  assi,  avremo: 

l^=a(t^—^en  / J,  TQ,=af  1— co5  tj. 

Cioè  :  //  evoluta  d'  una  cicloide  è  una  cicloide  eguale  ad 
essa,  ma  spostata  della  quantità  ira  nel  senso  dell'  asse  a? 
e  della  quantità  — 2a  nr»l  sonso  dell'asse  y. 


<b 


Questa   proprietà  notevole  della  cicloide    ha  trovato 
un'  applicazione  pratica  nel  pendolo  cicloidale  (*). 


[*)  Si  dimostra  in  meccanica  che,  se  un  corpo,  per  efTetlo  delia  gravità,  osciiia 
nel  vuoto  lungo  una  cicloide  posta  in  un  piano  verticale ,  la  durata  delle  oscilla- 
zioni ò  indipendente  dalla  loro  ampiezza  (ciò  che  non  è  vero  se  non  approssima- 
tivamente per  oscillazioni  secondo  archi  di  cerchio,  quali  sono  quelle  de'  pendoli 
ordinari).  Di  qui  il  nome  di  curva  tautocrona  dato  alla  cicloide.  Ori ,  se  si  h»  un 
pendolo,  e  ai  iati  della  verticale  partente  dai  ^uo  punto  11  sospensione,  o  tangen- 
zialmente all'I  stessa,  si  adottano  due  lamine  in  forma  di  archi  cicloidali ,  impri- 
mendo al  pendolo  un'oscillazione,  la  sua  estremità  libera  descriverà  una  curva,  la 
quale  sarà  un'evolvente  della  cicloide,  cioè  una  cicloide-,  e  con  ciò  si  otterrà  riso* 
croQismo  dQjle  oscillazioni. 
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4.  Trovare  l'evolvente  del  cerchio:  6*4-^"=**.  Si  ha: 
6  k 

quindi: 

ri i 

<y=f  \/^+9'*(i)dl=karccos-T, 

k 

e  per  conseguenza,  posto  Ii^=ak  : 

co=i  -Vk^—iy  (a+arc  cos-|-j,i/=-v/Ar*— E«+  glo+arc  <Jos-|-V 

Segue  di  qui: 

ar2  4-^2  =  ft«    l+(  a+arc  cos-r-l    , 
da  cui: 

^W^'-k,en  [a-  !1Z±EEE]. 

e  infine  per  V  equazione  dell'evolvente: 

tv/a?«  +  ^  -  /f«  1  ,          r       Vx^  ^  yt^k^l 
a -~ +ys^w  a !-~ |=sA. 


n  SI  prende  li  segao  meno   perchò ,   assumendo   come  origine  degli   arcbl  II 
•  punto  gssA.ìisO,  l'arco  cresce  al  diminuire  di  g. 
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B.  Curve  nello  spazio 

Tangente,  piano  normale,  piano  osculatore. 

280.  Una  curva  nello  spazio  si  suol  rappresentare  con 
tre  equazioni  della  forma: 

dove  <  è  un  parametro,  ad  ogni  valore  del  quale  corri- 
sponde un  unico  punto  della  curva.  Se  i  valori  t  e  t+ùU 
del  parametro  corrispondono  ai  punti  PyQ  della  curva,  le 
coordinate  di  questi  2  punti  saranno  rispettivamente  (a?,!/,::^, 
Ca7+Ar,^-|-Ay,2:-|"A2^,  e  le  equazioni  della  congiungente  PQ 
saranno: 

Ax  Ay  Az   ' 

o,  ciò  che  6  lo  stesso: 

x—x^  ^  Jry.  —  ^T± 

Ar  A(/  Aj 

"aF     ~Kr     ""ÀF 

Imaginiamo  che  il  punto  Q  s'  avvicini  indefinitamente 
al  punto  P;  se  le  funzioni  x(t),if(t),z(t)  sono  derivabili, 
e  se  x'(t),y(t),z'(t)  non  sono  tutte  e  tre  nulle  pel  valore 
considerato  di  t,  la  posizione  limito  della  retta  PQ,  ossia 
la  tangente  in  P,  sarà  rappresentata  dalle  equazioni: 

X-x  _Y'y_  Z--Z 


a;'           y' 

-      3'    • 

Possiamo  anche  scrivere: 

X-x        Y-y 
dsc            dy 

%-z 

'    dz    ' 
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e  queste  ci  dicono,  nel  linguaggio  infinitesimale,  che  an- 
che nel  caso  attuale  la  tangente  può  considerarsi  come 
il  prolungamento  d' una  corda  infiniteshna, 

I  coseni  direttori  della  tangente  sono  proporzionali  ad 
^yì/fl\  quindi  essi  sono: 


-,±- 


,±- 


\f(xf^  +  y'a  4.  ;j's       Va?'*  +  ^t  +  al       ^0^  ^  y^  4.2:1 

Si  conviene  di  prendere  come  direzione  positiva  della 
tangente  quella  corrispondente  ai  segni  superiori  delle 
precedenti  espressioni.  Indicando  pertanto  con  a,p,Y  i  co- 
seni direttori  della  direzione  positiva  della  tangente,  si  ha: 


ir,P= 


T=- 


2f 


v^a-1  4^1 4-^1        Vaf^  +2/'2  4-2:'«        vx'^  +y'»  4 a'* 


•(2) 


Il  piano  condotto  perpendicolarmente  alla  tangente  pel 
punto  di  contatto  dicesi  piano  normale;  la  sua  equazione  è: 


xrX^x)+yrY^yH'Z'(Z^z)=^, 


(3) 


Tutte  le  rette  passanti  pel  punto  della  curva  e  gia- 
centi nel  piano  normale  diconsi  normali. 

281.  Sieno  P,Q,R  tre  punti  della  curva  di  parametri 
t,t+àt,  t+2àt.  Le  loro  coordinate  saranno  (art.  137)  : 

R(x+2àX'i'ù?  a?,[/4-2Ai/4-A«  y,z+2àz+ò.^  z), 

e  il  piano  passante  per  essi  avrà  V  equazione: 

X                       Y                      Z  1 

X                      y                       z  \ 

x+ikx            y+^y             z+/ìkz  1 

x+2àx+ùfco  y+2Ay+^^y       z+2àz+^'^  z       1 


=0, 
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— 

X-x 

Y-y 

Z-z 

Ao? 

Ay 

Az 

ùfx 

A«y 

A«Z 

x-x 

Y-y 

Z-2 

àt 

A? 

a; 

ùfx 

ùfy 

A*z 

=0, 


àfi 


Afl 


Afi 


==dO. 


Se  i  punti  tf  ed  JK  tendono  a  coincidere  col  punto  P, 
il  piano ,  ammesso  che  esistano  le  derivate  seconde  delle 
funzioni  x(t),  y(t),  z(t),  e  che  pel  valore  t  considerato  non 
sieno  nulli  tutti  i  determinanti  della  matrice: 


07' 


z' 


(X?       y'      ai- 
tende  verso  una  posizione  limite  determinata,   la  quale  è 
rappresentata  dall'  equazione: 

X-o?       Y—y 


Z-^z 


X 

\x' 


1/ 


=dO. 


Il  piano  avente  quest'equazione  si  chiama  piano  oscu- 
latore alla  curva  nel  punto  P.  Può  dirsi  che  il  piano  o- 
sculatore  passa  per  tre  punti  infinitamente  vicini  della 
curva. 

Posto: 

j/'v'-y''j'=5,  2'jr--j"a?'=rì),  ^'/-a^'f/'H:,  (1) 

r equazione  del  piano  osculatore  può  anche  scriversi: 

i(X^x)^Y^y)+Zj[Z^z)z:Si.  (2) 
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Poiché  la  posizione  limite  di  PQ  è  contenuta  nella  po- 
sizione limite  del  piano  PQR,  la  tangente  giacerà  nel 
piano  osculatore.  Possiamo  verificare  questo  risultato  ana- 
liticamente. Si  ha: 

^'E+2/'t)+y?=0;  (3) 

ma,  se  (X,Y,Z)  ò  un  punto  qualunque  della  tangente  in 
{x,y,z\  sussistono  le  relazioni  (1)  dell*  art.  280,  e  la  pre- 
cedente diviene: 

equazione  la  quale  dimostra  che  tutti  i  punti  della  tan- 
gente giacciono  nel  piano  osculatore. 

La  normale  posta  nel  piano  osculatore  (cioè  V  interse- 
zione di  questo  col  piano  normale)  dicesi  normale  prin- 
cipale. Le  sue  equazioni  sono  quelle  dei  due  piani  di  cui 
essa  è  T  intersezione  ;  esse  possono  porsi  sotto  la  forma 
seguente: 

X--X         Y— i/   _    Z-^z 


Ì12'— cy       Zog'—^z'     iy'-r\x' 


(4) 


I  coseni  direttori  d(illa  normale  principale  sono  ("fissan- 
done arbitrariamente  il  segno)  : 


e  «« ' *      .. l 


La  normale  che  è  perpendicolare  al  piano  osculatore 
dicesi  blnomiale. 

Le  sue  equazioni  si  deducono  immediatamente  dall'  e- 
quazionc  del  piano  osculatore;  si  ha  cioè: 

6  iQ  ?  ■  ' 
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I  coseni  direttori  della  binonnale  sono: 
eg 


«.==  - 


y/gì  +  ^8  +^r  -  •     V'6«  +T)»  +S»    '     '      y  V  +Y,« +S* 


...P^T.--^ 


dove  8=^tl.  Noi  determineremo  il  valore  di  e  in  modo  che 
il  triedro  trirettangolo  formato  dalle  direzioni  positive  del- 
la tangente,  della  normale  principale  e  della  binormale 
sia  eguale  a  quello  formato  dalle  direzioni  positive  degli 
assi  coordinati.  Perchè  ciò  avvenga,  dev'essere: 

P        Ti 


7)=  «,      p,     T.=+l. 

'«.     P.    rJ 


Ora: 


D=z 


V  x'i+y-*  +3'»  ^/rt)='-?y/-H'?^-63';«  +(iy'-'^)* 


X 


1 


v/6»  +  ti«+^« 


a;'  '/  2' 

V'-Si/    ^o:"-??'    Ej/'-tjaJ' 


e: 


4  t,  $         I 


E 


ti3'-^'    ì^x'-lz'    ly'-f^ 


=!'nz'-Ky'?  +(K<^-ii'P  +fEy-«i^J» , 

sicché  2)  è  il  prodotto  di  e  per  quantità  tutte  positive,  e 
però  affinchè  esso  sia  sa-j-I  dev'  essere  s=-l-l.  Dunque: 


7-'^: 


-.Y.=  — 


Z 


■■    (7) 


282.  Le  espressioni  precedenti  possono   rendersi   più 
semplici  nel  modo  che  segue. 
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Poicliè,  per  ipotesi,   esistono   le  derivate  seconde    di 
a:(t),yft),z(t),  le  ixf,y\z    sono  continue,  quindi   lo  è  anche 

\/a;'-  -f-i/'^  +-'^ .  Pertanto  questa  funzione  è  integrabile,  e, 
designando  il  suo  integrale  con  s  {*),  si  ha: 

ir^+y'»  +  a'2=s^,  (1) 

da  cui  derivando: 

.r'^''+//+^'3'=^5^.  (2) 

Facciamo  ora  nella  nota  identità: 

(a^  +  6«  +c2;  r«'^  +  6^  +  c'^^-raa'-hWZ+cc'J* 
=r6c'  -  bdj^  +  rea'— c'a;«  +  (atf-^a'bj^  (3) 

le  seguenti  posizioni: 

avremo,  tenendo  conto  delle  (1),  (2),  e   delle  (1)   dell'  art. 
precedente: 

ossia: 

gj  +  tj«  4-  p  »  s^  r  ^"^  +  i/'*  +  '^■'  —  s"*  J . 
Poniamo  nelF  identità  stessa: 

a=6,fc=TQ,c=C,  a'=x',6'=y,cbs5'; 
avremo,  ricordando  la  (:5)  deir  art.  precedente: 

^i  (li + T)«  +  5^  >:rT]3'-?y;2  +  ao(f^iff^ + r6y'-t)a/>« . 

Si  ha  inoltre  : 

Y13'-  lì/=(;fx'^3''af):sf—Cxy^xy)y' 
=^x'(af^  +  y'i  +  y«  ;-  ^r^a/'+e/V'+^j-; 


n  Vedremo  più  innanzi  (Hrt.  384)  il  significato  geometrico  di  t. 
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In  virtù  di  queste  relazioni  le  (2)  dell'art.  280  e  le  (5) 
dell'art.  281  divengono: 

od  ^t/        z' 


s^    \/^  +  u^  +  z!^  -  f^       s!  V/a?'^  +y^  +z"^  — s"* 


Yi= 


Se^  in  particolare,  si  prende  s  come  variabile  indipenden- 
te, si  ha  : 

quindi  : 

a=j-'.  p=|/',  Y=^'; 

5  2] C 

-»Pj — ^  >T8 — 


283.  Es.  —  Elica  cilindrica  »*j:  a:=^cost,  y=asent,  s^=bL 


O  Se  si  ha  uq  cilindro  circolare  retto,  e  a  partire  da  una  certa  sezione  retta 
di  e.<80  si  prendono  sullo  generatrlv;i  lunghezze  proporzionali  agli  archi  corrispon- 
denti di  quella  sezione  contati  da  un  punto  fisso  della  stessa,  il  luogo  dei  punti  co- 
si ottenuti  cliiamasi  elica  cilindrica.  Può  dirsi  anche,  introducendo  semplici  concelti 
cinematici,  che  l'elica  cilindrica  ò  genentta  d;i  un  punto,  che  si  muove  di  moto 
uniforme  sopra  una  circonferenza,  mentre  questa  ha  un  moto  uniforme  di  trasla- 
zione perpendicolarmente  al  proprio  piano. 

Si  prenda  come  piano  xy  il  piano  delia  sezione  prima  considerala,  come  eri- 
gine 0  il  centro  di  essa,  come  asse  x  il  raggio  che  va  al  punto  dal  quale  si  con- 
tano gli  archi.  Se  P  è  un  punto  della  curva,  M  la  sua  proiezione  sul  piano  ary.i 
rangole  AOM^a  li  raggio  della  sezione,  6  il  rapi)orto  costante  fra  le  lunghezze  del 
segmenti  di  generatrici  e  le  ampiezze  degli  archi  corrispondenti,  le  equazioni  della 
curva  saranno: 

Of^a  co»  t,  y=sa  sen  /,  zs=6f. 
Per  (=27r  11  punto  generatore  della  cur\'a  si  trova  in  un  punto  A    della  genera* 
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Si  ha: 


quindi  : 


afe— a  sen  t,  /y'=fx  cos  t,  2'=»6, 
a/=  -  a  cos  ty  ^'=-a  sen  t,  ^"=0, 


Eqiuisioni  della  tangente: 


X-acost    Y-asent     Z-bt 


a  sen  t       a  cos  t 


trice  passante  per  A  distante  di  27c6  da  osso:  questa  distanza  dicesi  passo  deireliea. 
e  la  parte  di  curva  compresa  tra  A  ed  A  dicesi  una  spira.  L'  elica  si  compone  di 
infinite  spire  tutte  eguali  tra  loro. 

È  noto  che  il  cilindro ò  una  superfìcie  sviluppabile,  cioò  una  superficie,  ogni 
porzione  della  quale,  supposta  fijssibilo  ed  inestensibile,  può  essere  applicata  so- 
pra un  piano  senza  ripiegature  nò  Ulcerazioni.  Imaginando  il  cilindro  taglialo 
lu  )go  la  generatrice  passante  per  .4  e  steso  sopra  un  piano,  la  sua  sezione  si  tra-- 
sforma  in  una  retta  AR  di  lunghezza  2^a,  e  le  generatrici  in  rette  perpendicolari 
a  questa. 

Per  avere  la  pos:zione  che  prende  il  punto  P  sul  piano,    si   prende  sulla  AB 
una  lunghezza  AM  eguale  air  arco   AM,   cioè  eguale    a  /,  e  sulla  perpendiQolaro 

HP. 


ad  AR  condotta  per  .V  un  segmento  MP:dbt.  Si  ha  quindi 


AM 


z-  =s  cosUuUòt  e  pe- 
a 


rò  il  luogo  del  punto  P  ò  una  retta.  Dunque  nello  sviluppo  del  cilindro  nel  modo 
Indicato  V  elica  si  trasforma  in  una  linea  retta. 
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I  due  primi  membri  possono  scriversi: 

X-jr  ^  Y-y 
—y~x' 

ossia: 

xX+y  7=a?«  +  j/*  =  a«  . 

che  è  T  equazione  della  tangente  nel  punto  (a?,i/»alla  cir- 
conferenza a;»  +  f/2  B=  a^ . 

Dunque:  La  proiezione  sul  piano  xy  della  tangente  al- 
V  elica  in  un  punto  è  la  tangente  al  cerchio  nel  punto 
proiezione  di  esso. 

Equazione  del  piano  normale  : 
'--asentX-^acostr  +  bZ'^l^t^O. 
Equazione  del  piano  osculatore: 

bsentX-'bcost  Y+aZ-abt  =  0. 
Equazioni  della  normale  principale  : 
Y=Xtangt,Z=^bt. 

La  proiezione  della  normale  principale  sul  piano  xy 
passa  per  Vorigine,  quindi  la  normali  principale  taglia 
costantemente  V  asse  z.  Inoltre  essa  è  parallela  al  piano  xy. 
Equazioni  della  binoy^nale  : 

X— a  cos  t F—  a  sen  t Z-^bt 

bsent        — bcost         a 

La  proiezione  sul  piano  xy  della  binormale  coincide 
con  quella  della  tangente. 

Coseni  direttori  della  tangente,  normale  principale  e 
binormale  : 

ViTAiiTi»  Cokiì»  hn/MMmaU  U 
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--asent    ^         acost 

-,  P  = 


«,=  — cos  ty  pj  =  —  sen  t, ,     Yi  *=^» 

bsent       „  -—bcost  a 


Va«  +  b^  Va»  4-  è*  Va*  +  6* 

La  tangente  fa  un  angolo  costante  coir  asse  z,  e  cx)sì 
la  binomiale  (*). 


Lunghezza  d'  un  arco  di  curva. 

284.  Il  concetto  di  lunghezza  d*  un  arco  di  curva  nello 
spazio  si  stabilisce  in  modo  analogo  a  quanto  s'  è  fatto 
per  le  curve  piane. 

Prendiamo  la  s  dell'  art.  282  come  variabile  indipen- 
dente, e  sieno  s^,'s  i  valori  di  essa  corrispondenti  agli  e- 

stremi  d'  un  arco  AB,  Supponiamo  che  sia  s,<s,  e  che  s 
cresca  costantemente  andando  da  A  verso  S;  e  sieno  5,,s„...,5ii 
i  parametri  di  n— 1  punti   intermedi   P,,  P^y,.,,Pn  .   Posto 

per  uniformità  T  =  Sn ,  A^P^,B=P„^^,  inoltre  5*  .9*4.12=5'* , 
e  indicando  con  a?*,  yic,  Zk  le  coordinate  del  punto  Pky 
sarà: 

Pk  Pk^\*  =  <^^*4.i —Vk  ;*  +  (i/k^\  -//v>l^  +  (^k-^y  Sk)^ 
l=^Xk  •+  ^Uk  2  +  àzk  •. 
Ora  (art.  120): 

Aa7/c=  ^k  a/Csk+rfik  )  =  9k  ixf(sk)+rfik  ^Jf(sk  +r^T'fikh 
Aytc = &k  ?/  (sk  +  T,^/t  ;  =  ^k  ]/fSk  >I-T,  &k  y  (Sk  +T,T  .«'Ac.  ), 
^Sk==^^k^(Sk'hrfik)=^^k^(Sk)+r,^k*^(Sk+r,^^^kJ, 


f  )  Gli  angoli  Ba  À,.i  AH  della  figura. 
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dove  T,,T„T„T'„'r',,'t',  sono   quantità  comprese   fra  0  e  1. 
Rammentando  che: 

si  ha  di  qui: 

P^TPa+i*— Aar*  »+  Ay*  '+  A?*  •=  ff*  '[l+2ff*  M*+J»'iVft  J, 
dove: 

Ora  (V.  nota  all'  art.  138): 

lim  ar(sk+t,'t'fik)=^(sk),  etc., 

quindi  (osservando  che  iV»  è  quantità  essenzialmente  po- 
sitiva): 

lini  I  Mk  ì^lafCskJJcfCsM)  |  +  \>/( «* ^i/'Y**;!  +  i^Ts*  J^Cs*;!, 


»*=» 


lim  Nk^a^  fSkM-iT*  (skJ+r»  (Sk). 


Supposto  pertanto  che  i  valori  assoluti  di  x'(s),  y'(s),  ■t'Cs), 
af(s),y'(s),  -i"(s)  ammettano  un  limite  superiore  finito  L, 
presa  a  ad  arbitrio,  potrà  sempre  trovarsi  un  valore  6<1 
tale  che  per  ogni  **  <e  sia: 

e  quindi: 

1 29kMk+9*  k Nk  \<(2i+t* )  (3Li  +  a)<3iCSLi  +3), 
sicché  le  quantità: 
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sono  uniformemente  infinitesime.  Ne  segue  (art.  57): 


lini    ^  PkPi.-^.\  =  lim    2  **\/l+2*AAf*+*ft«xV» 

=  lim    S  5**  =  s  — òv 

Ora  il  limite  della  lunghezza  della  spezzata  P,P,...P«^-i 
quando  il  numero  dei  suoi  lati  cresce  e  la  loro  lunghezza 
decresce  indefinitamente  si  assume, /)^r  definizione,  come 
la  lunghe^Ja  dell'  arco  AB;  quindi  tale  lunghezza  è  data 

da  Y—s^. 

Se  ad  A  si  fa  corrispondere  il  valore  0  del  parametro 
s,  e  S  si  considera  (^ome  un  punto  variabile,  la  s  rappre- 
senterà dunque  la  lunghezza  dell'  arco  conta.ta  del  punto  A. 

Se  in  luogo  di  5  si  prende  un'  altra  variabile  indipen- 
dente ty  si  ha  (art.  100); 


dx       dx     dt 
dt       ds    dt 

ì      dy 
'     dt 

dy     ds 
~  ds     dt 

ds 
'  dt  ~ 

ds 
ds 

ds 
dt 

quindi: 

M- 

dxV 

dt  / 

^(1^,)' 

(dz 
^\  dt 

-)'- 

—  s. 

La  relazione: 

a:^  (s)+y'Hs)+z^  (s)=\ 

può  scriversi: 

hm  ^^.V"^- =1; 

sotto  questa  forma  essa  si  dice  che:  //  rapporto  d' un  ar- 
co  alla  sua  corda  teride  all'  unità  quando  la  loro  lun- 
ghezza tende  a  zero. 

2S5.  Dalla  definizione  dat^v  per  la  lunghezza  d' arco  ri- 
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sulta  che  tale  lunghezza  è  iudipendente  della  scelta  degli 
assi  coordinati.  È  facile  verificarlo.  Data  infatti'  una  so- 
stituzione ortogonale: 

Ti  =ai  ay+èi  y+c\  z+di  , 

y^  =  (22  ar-f^i  y+Ci  z+ck  , 

31  =  as  a^^-ft3  U+cb  z-^ds  , 
dove: 

ai  2  +<^2  *  +  '^a  ^  =  6i  2  +  62  *  +  Aa  ^  =  Ci  -  +c«  •  +  03^  =1; 
61  Ci  +  fe  C2  +  &3  cs  =  Ci  ai  4-  c«  aa  +  cb  Ub 

=  ai  61  +  a?  6«  +a3  63  =  0, 
si  verifica  facilmente  che: 

il  che  dimostra  V  asserto. 

286.  Esempio.  -  Per  T  elica  art.  283)  si  ha,  contando 
gli  archi  del  punto  A: 

s=zj  Va^  sen^  t-fa^  cos^  ~t  +  b^'  d  =  Va^^-b^    L 

Cerchio  osculatore. 

287.  La  deflnizion(3  di  cerchio  eiaculatore  ò  la  stessa 
data  per  le  curve  piane. 

Si  designa  cioè  con  tal  nome  la  posizione  limite  a  cui 
tende  un  cerchio  avente  comuni  tre  punti  colla  curva 
quando  due  di  tali  punti  tendono  a  coincidere  col  terzo. 

Poiché  un  cerchio  passante  per  tre  punti  giace  nel 
piano  determinato  da  questi,  il  cerchio  osculatore  giace 
nel  piano  osculatore. 
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Sia  (p,  q,  r)  il  centro,  p  il  raggio  del  cerchio  osculatore; 
uaa  delle  sue  equazioni  sarà: 

Perchè  esso  passi   pel  punto  P(^»yj^)  della  curva  corri- 
spondente al  valore  t  del  parametro,  dev'  essere  : 

equazione  che  può  scriversi  brevemente  cosi  : 

Perchè  il  cerchio  passi  anche  pei  punti  Q,R  corrispon- 
denti ai  valori  t+ài,  ^+2A^  del  parametro,  dev'essere  : 

Ne  segue: 
ossia  (art.  137): 

Facendo  tendere  Al  a  zero,  questo  sistema  diviene  (art.i:%): 
<^(t)=0,  4<r^>=0,  r(i)=0, 

ossia,  eseguendo  le  derivazioni: 

(a,-p/+(y-q)'-+(z-r)*-p*=0,  (1) 

(^-pMH(y-q)</'+(2-ry=0.  '  (2) 

(^-p)^+(y-W-H-'^P'+^*+y''+ 5"=o.       (3) 

Siccome  poi  sappiamo  che  il  punto  (p,q,r)  giace  nel  pia- 
no osculatore,  abbiamo: 

^x-p)-^y-q)+%{z-r)=0.  (4) 
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La  (2)  ci  dice  che  il  punto  (p,q,r)  sta  nel  piano  nor- 
male; quindi  il  centro  del  cerchio  osculatore  sta  sulla  nor- 
male principale,  e  in  luogo  delle  (2),  (4)  può  scriversi: 

x—p y—q z—r 

ossia  : 

or-p=Xat,  y—q=X^,  s—r=^Xf  (5) 

La  (3)  diviene  allora: 

donde  : 

^ 

Ma: 

1 


a,a^+P.y+Y.3" 


XlsTa."»  +  (/•»  +  z"^  J-s^fx-uf+i/y'+zz")  ] 


s»^/  ,r"*  -f-  j/«  4-  3"*  —  s** 
quindi  : 


-«^/iC'S  +  y«J  +  3"»  _  s-s , 


Infine  la  (1)  diviene,  in  virtù  delle  (5)  : 
da  cui  : 
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^ .^ 

P=^H-pai,  q=i/+P^i^  r=z+n,. 

Queste  equazioni  mostrano  che  il  centro  del  cerchio 
osculatore  sta  sulla  parte  jyosiéica  della  normale  principale. 
Se  si  prende  s  come  variabile  indipendente,  si  ha: 

1 


288.  Per  Y  elica  (art.  2813)  si  lia  : 

s'^  =  a^+b^,    5"  =  0, 

quindi,  con  qualche  riduzione  : 

6«       ,  h^        ^        ,,  a^  +  l/^ 

^       a  '       a  ^  a 

Il  raggio  del  cerchio  osculatore  dell'elica  è  costante. 
Il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  osculatori  dell'elica  è 
un'  elica  acuente  comune   colla  data   r  asse  ed  il  passo  e 

posta  sopra  un  cilindro  di  raggio    —. 


Prima  curvatura  o  flessione. 

289.  Anche  il  concetto  di  curvatura  stabilito  per  le 
curve  piane  si  estende  immediatamente  alle  curve  nello 
spazio,  per  le  quali  pei'ò  —  per  una  ragione  che  vedremo 
più  innanzi  —  conviene  adottare  il  nome  di  prima  cur- 
calura  (o  fessioììe).  Diremo  cioè  prima  curvatura  o  fles-- 
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sione  iV  una  curva  sghemba  in  un  suo  punto  il  lìmite  del 
rapporto  tra  T  inclinazione  delle  tangenti  agli  estremi  di 
un  arco  che  parto  da  quel  ^unio  (angolo  di  contingenza) 
e  la  lunghezza  dell'  arco  stesso  ,  quando  questa  tenda  a 
zero.  E,  come  per  le  curve  pian^^,  dimostreremo  che  que- 
sto limite  ha  il  valor  reciproco  del  raggio  del  cerchio 
osculatore. 

290.  Sieno  r,  r,  due  rette  qualunque,  X,fji,Vj  X,.pi,,v,  i  lo- 
ro coseni  direttori. 

Per  un'  identità  già  ricordata  (art.  282,  eq.  (3))  si  ha: 

r  x2  +  ,i»  +  v2  j  r  K' + jii^  +  v,2  ;  -  a\+m+^^iP 

Ma: 

Xi  -+-  pt'2  -+-  v«  =  X,«  + 11,2  _|.  v,2  =  1,  XX,+pt|i,+w,=cas  rr„    (1) 

quindi  : 

sen  rn  =  \/(  pivi  —  vfn  /  +  ("  vXi  —  Xvi  p  +  (^fn  —  jiXi  /  . 

Sieno  in  particolare  r,  n  due  posizioni  d'una  retta  va- 
riabile corrispondenti  ai  valori  t,  t+ù^t  d'un  parametro; 
X,  |A,  V  saranno  funzioni  di  t  X»  ,  jii ,  vi  saranno  le  stesse 
funzioni  pel  valore  t+^t  dell'argomento,  cioè  sarà: 

X,=\+AX,  fjij=|H-AfJi,  v,z=:H-Av, 

quindi  : 


sen  rr,  =v^(^fiAv— vApi;^  ^  (^vAX— XAv/  +  /^XAp.— piAX;*  . 
Segue  di  qui,  se  le  funzioni  X,  |a,  v  di  f  sono  derivabili: 


sen  rr. 


li^n  — ^^=\/  Tf^v— vpiv^  +  rvx-xv'/  +  (x^'  |jlX';«  , 

e  quindi,  tenuto  conto  che  per  le  ipotesi  fatte  al  tendere 

sen  T*Y* 

di  r,  ad  r  l'angolo  rr.  tende  a  zero  e  perciò  lim ^=1  : 

®  '  ^         Àirso    rr^ 
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Al=0    ^^ 


= V  ^  x«  +  |ji« -H v«;  r ^'*  + 1*'*  +  v*  >  -ru'-hiiA'-Nv';*    . 

Ora  dalla  prima  delle  relazioni  (1)  segue  : 
quindi  la  precedente  diviene  : 


rr, 


lim  -  - '=  x/  X*»  +  n'*  +  v'2  . 

291.  Nel  caso  nostro  r  è   una   tangente   alla  curva ,  e 
quindi  (art.  282): 

X=«=-7^    |i=P=-r,     v=?ìf=-j. 

5  5  5 


Ne  segue: 


■      5^       '    ^""      5'«       '    "^^      5^"     ' 


ossia  (art.  282)  : 


YSZ^X/X"^  +  y"«  4-  2"«  —  5-»  , 


donde  : 

Gl'i  +  p-i  +  ^ì  =U^"^  +  y"2  +  2*^  -  5"*  \, 

e  quindi: 


^^1  -1    /:7^ 
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Ora,  indicando  con  -^  la  flessione,   si   ha   per   defini- 


zione: 


quindi: 


1        ,.        rr.         ,.        rVi     1.       ^ 
=  zz  hm  — ^--=  It^ni      .  *  :  hm  -— -- 
F      Atso    às        Ai^o     £^t     Ai=o    Ar 

1    ,.       rn 

5'    Afe=0     A^   ' 


1     1 


17        S*  p 


Adunque  te  ffessione  è  la  reciproca  del  raggio  del 
cerchio  osculatore,  il  quale  appunto  perciò  ha  anche  il 
nome  di  raggio  di  prima  cm^vatura  0  di  flessione. 

292.  La  sola  linea  la  cui  flessione  sia  costantemente 
nulla  è  la  retta. 

Presa  s  come  variabile  indipendente,  si  ha: 

quindi  perchè  sia   rr  =  0  dev'  essere  per  tutti  i  punti  del- 
la linea: 

Ne  segue,  essendo  a,6,c  tre  costanti: 

cTtsa,  y^=b,  z'zsCy 

da  cui  integrando  e  indicando  con  a',  6',  d  tre  nuove  co- 
stanti: 

xs=at'\^\  y=6f+6',  ztmct-^rdy 
e  quindi: 

a    ^     b    '^     e    ' 
che  rappresentano  una  retta. 
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Seconda  curvatura  o  torsione. 

293.  Come  la  prima  curvatura  serve,  in  qualche  modo, 
a  misurare  la  differenza  che  passa  tra  una  linea  curva 
ed  una  rotta,  così  conviene  procurarsi  il  modo  di  misu- 
rare la  differenza  che  passa  tra  una  curva  piana  ed  una 
curva  sghemba.  Osservando  che  in  una  curva  piana  tutti 
i  piani  osculatori  coincidono  col  piano  della  curva,  potrà 
dirsi  che  una  Hnea  sghemba  è  tanto  più  differente  da  una 
linea  piana,  quanto  più  rapidamente  variano  di  posizione 
i  suoi  piani  osculatori;  e,  per  analogia  colla  flessione,  po- 
trà dirsi  ."seconda  curvatura  o  torsione  in  un  punto  il 
limite  a  cui  tende  il  rapporto  tra  T  angolo  dei  piani  ose  - 
latori  air  estremità  d'  un  arco  che  parte  da  quel  punto  e 
la  lunghezza  dell'  arco  stesso  quando  questa  tende  a  zeiu 

Qui  però  interviene  un  nuovo  elemento.  Abbiasi  un 
arco  di  curva  sghemba  AB,q  sia  w  il  piano  osculatore  ad 
esso  in  A,  Abbassando  dai  varii  punti  di  ^ fi  le  perpen- 
dicolari al  piano  tt  e  prolungandole  di  tanto  quanto  sono 
lunghe,  i  loro  estremi  giaceranno  sopra  un  arco  ^  fi*  sim- 
metrico ad  AB  rispetto  al  piano  ir.  È  facile  vedere  che  la 
torsione  dei  due  archi  nel  punto  A  è  eguale,  eppure  gli 
elementi  dei  due  archi  adiacenti  ad  A  non  possono  por- 
tarsi a  coincidenza,  come  non  possono  portarsi  a  coinci- 
denza due  eliche  di  raggio  e  passo  eguali,  ma  Y  una  de- 
strorsa e  l'altra  sinistrorsa.  Ciò  mostra  che  nella  torsio- 
ne bisogna  tener  conto,  oltre  che  della  grandezza  assoluta, 
anche  del  segno. 

294.  La  formola  deli'  art.  290  ci  offre  il  modo  di  cal- 
colare facilmente  la  torsione.  Infatti  invece  dell'  angolo 
d«i  due  piani  osculatori  si  può  considerare  T  angolo  delle 
due  binormali;  quindi  nella  formola  citata  si  dovrà  sup- 
porre che  r  sia  la  binormale,  sicché  sarà: 


X=^„  ,1=^,,  v=r,. 
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Si  ha  pertanto: 


iirn 


ri\ 


rr, 


=:  lim   -—-'  liy>^ 


^^     _   1      7..^       ^^1 


lim 


i«=0       ^  Al=»0       àt    '  A/=0       ^t  S'  At=^        M 


=  ^  V«'.«+PV+Y'.* 


(.)fa  (art.  281): 


«.= 


v'5»  +  Tj«  +  C* 
quindi: 


Poniaiiio: 


rg'+^'-H?*; 


X= 


X"       u"     :" 


ricordando  che: 

i=y'z"-z'y',  xf^z'x'—xz",  Z.^y'-i/x', 
da  cui: 

si  trova  che  il  determinante  aggiunto  di  D  e: 

/«"— z'y       s'af—a;'':'       x-'i/'—y'af . 
-$'  -n'  -C       1, 

$  U  C       ' 

onde  per  un  noto  teorema  sui  minori  del  determinante  ag- 
giunto: 
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Dopo  ciò  si  ha,  tenendo  conto  delle  forraole  dell'  art.  282: 

e  analogamente: 


Y't^-Yi 


sfCx'^  +  y'^  +  zT^-^^)' 
D 


da  cui  infine: 

,.        rr\ D ^_ 

Come  misura  della  torsione  si  suol  prendere  la  quan- 
tità trovata  col  segno  negativo>  cioè: 

1  D 


sicché  la  torsione  è  positiva  o  negativa,  secondochè  D  è 
negativo  o  positivo. 

295.  Vediamo  di  determinare  il  carattere  geometrico 
dal  quale  si  distingue  il  segno  della  torsione. 

Poiché  le  parti  positive  della  tangente,  normale  prin- 
cipale e  binormale  in  un  punto  formano  un  triedro  eguale 
a  quello  delle  parti  positive  degli  assi  coordinati,  potre- 
mo assumerle  per  un  istante  come  assi  positivi.  Prendendo 
s  come  variabile  indipendente,  si  avrà  per  il  punto  con- 
siderato della  curva: 

atei,  y'=J,  2'==0,  a?"=dO,  ^'=0, 
quindi  : 

Le  coordinate   del    centro    del    cerchio    osculatore    nel 
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punto  preso  come  origine  sono  (art  287)  : 

P=0,  g-p  r=0; 

e  poiché  si  sa  che  il  centro  del  cerchio  osculatore  sta 
sulla  parte  positiva  della  normale,  dev'essere  (/'>0.  Ne 
segue  che  il  segno  di  D  è  quello  di  ^\ 

Ora,  se  si  prende  l'origine  degli  assi  come  origine  de- 
gli archi ,  si  ha  per  un  punto  qualunque  corrispondente 
ad  un  valore  s  della  variabile  indipendente: 

dove  0<T<1;  ma: 

2(0)=:'(0)=^'{0)=0, 
quindi  : 

Pertanto,  se  z"'(!i)  è  continua  e  divei-sa  da  zero  nel 
punto  origine,  z(s)  per  s  abbastanza  piccolo  e  positivo  a- 
vrà  lo  stesso  segno  di  2*(0),  ossia  D.  Cioè  D  è  positivo  o 
negativo,  e  per  conseguenza  la  torsione  è  negativa  o  po- 
sitiva, in  un  punto  della  curva ,  secondochè  una  persona 
posta  lungo  la  binormale  positiva  coi  piedi  in  quel  punto 
vede  la  curva  salire  da  sinistra  verso  destra  o  da  destra 
verso  sinistra. 

295.  Una  curca,  la  cui  torsione  è  contantemente  nulla, 
giace  in  un  piano. 

Affinchè  sia  7p=0,  dev'essere  Z>M),  cioè  dev'essere  iden- 
ticamente nullo  il  wronskiano  delle  tre  funzioni  ,rf(t), 
y'(t),  2!(ty  E  siccome  queste  tre  funzioni  non  possono  an- 
nullarsi insieme  per  alcun  valore  di  t  corrispondente  ad 
un  punto  ordinario  della  curva  (giacché  esse  sono  prò- 
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porzionali  ai  coseni  direttori  delia  tangente),  dovrà  (arti  14) 
aver  luogo  fra  esse  una  relazione  lineare  omogenea,  a 
coefficienti  costanti  e  non  tutti  nulli.  Sia  questa: 

integrando  e  denotando  con  L  una  costante  arbitraria  si 
ottiene  : 

equazione  che  dimostra  che  le  coordinate  di  qualunque 
punto  della  curva  soddisfanno  all'  equazione  d*  un  piano, 
cioè  che  la  curva  è  piana. 

297.  Esempio.  —  Per  l'elica  (art.  283)  si  ha: 


x^=asent,  t/'*=-- a  cos  t,  3"=0, 


quindi  : 


D= 


^  a  seni      a  cosi  b 

-  acost  -  a sen  t  0 

asent  —  acost  0 


*, 


inoltre  ; 


quindi: 


s'=.v/  a^  -H  6*  ,a?"*  +  ff^  +  :"i  -  s"«  =5  a» , 


1 


T         a2  4-  6«  * 
Si  ha  pure  (art.  288): 


1 


a 


F     a»  +  6«  ' 
(Quindi  nell'elica  la  flessione  e  la  torsione  sono  costanti. 
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Forinole  di  Serret  e  loro  conseguenze. 

298.  Si  è  trovato  (art.  291,  294): 


«'=«,  Vx"i  +  y"*+s"ì-s"i 


s 


D 


s'(x'i+y"i  +  s"i  —  ^X 
1  L 


Ne  segue: 

«'=«1  -,0-8  =«,  —, 

e  prendendo  ip  particolare  s  come  variabile  indipendente: 
.1  ,1 

«=    p    «1 ,  «S=    y   «1. 

Deriviamo  ora  la  relazione: 

avremo: 

^     aa'+a,a',+a,a',=0, 

da  cui,  in  virtù  dei  risultati  ottenuti: 

ViTAim,  Coloofo  i^/IMMiRali  25 
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Le  relazioni: 

.-i.„ 

P'=7P..           T  =  7T.; 

< — 7  «-  T 

«. 

'  Pi p    P       y  P..Yi=—   p 

1 

P»^2t"Pi»                       Ti^^y    ''^•' 

T      ^Tiì 


dove  s' intende  che  s  sia  la  variabile  indipendente,  si  di- 
cono formale  di  Serret. 

299.  Da  queste  formole  si  può  trarre  qualche  conse- 
guenza importante. 

Supponiamo  che  sia  costante  in  una  curva  il  rapporto 
della  torsione  alla  flessione;  sia  cioè; 

dove  A  è  una  costante.  Si  avrà: 

a' c= —  a  aa  Aa', 
*       P      * 

da  cui  integrando  e  indicando  con  l  una  costante  arbi- 
traria: 

Analogamente,  m  ed  n  essendo  due  altre  costanti: 

Moltiplicando  queste  tre  equazioni  successivamente 
per  a,p,Y,  per  a„P,,ri  ^  P^r  «rPt^Tt»  ^  ricordando  le  rela- 
zioni esistenti  fra  i  coseni  direttori  di  tre  rette  ortogonali, 
si  ottiene: 

0=:A-|-/a+mp+nr    ' 

0=Za,+mp,+nY,      ['  (1) 
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invece  quadrando  e  sommando  si  ha: 
ossia,  per  la  prima  delie  (1): 


da  cui: 


p  +  m^  +  n^  =  l+h^.  (2) 


Poniamo: 


/  _  ìH  n 

X,ji,v  potranno  considerarsi  come  i  coseni  direttori  di  una 
certa  retta  r^  e  indicando  con  l,nfi  la  tangente,  normale 
principale  e  binormale,  le  (1)  potranno  scriversi,  tenuto 
conto  della  (2): 

k  1 

cos  tr= y  cosnr=0,  cos  br  =  — :-    t=-.       (3) 

Vl+k^  V/'l+ft2 

Cioè:  La  tangente  e*  la  binormale  fanno  un  angolo  co^ 
stante  con  una  retta  fissa  r\  la  normale  principale  è  co- 
stantemente  perpendicolare  a  questa  retta. 

Se  dunque  consideriamo  il  cilindro  di  cui  la  curva  data 
è  direttrice,  e  le  cui  generatrici  sono  parallele  alla  retta 
r,  queste  sono  tagliate  dalla  curva  sotto  un  angolo  co- 
stante. Pertanto,  se  sviluppiamo  il  cilindro  sopra  un  pia- 
no, la  linea  in  cui  si  tnisibrmerà  la  curva  considerata 
taglierà  sotto  un  angolo  costante  il  fascio  di  rette  paral- 
lele in  cui  si  trasformarono  lo  generatrici  del  cilindro, 
e  però  sarà  una  retta.  Dunque: 

Ogni  curca,  per  cui  le  due  curvature  hanno  un  rap- 
porto  costante,  ha  la  proprietà  di  giacere  sopra  un  ci- 
liìidro  tale,  che  svilujypandolo  sopra  un  piano  la  curva 
si  trasfoì^ma  in  una  retta. 
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300.  Supponiamo  più  particolarmente  che  sia  costante 
ciascuna  delle  due  curvature;  sia  cioè: 

essendo  p  una  costante.  Prendendo  s  come  variabile  indi- 
pendente, si  avrà: 

D 


Vaf^+!r^+2^  =p,  -^,____ ^/r.         (1) 

Se  facciamo  coincidere  V  asse  ^  colla  retta  fissa  r,  le 
(3)  dell'art,  precedente  ci  danno: 

fe  .      _        1 


ossia,  ricordando  le   espressioni   di   Y»Yi»Yf   quando  5  è  la 
variabile  indipendente: 

3-=-   -=Ì=.  ,    ^=0.  5  ' 


Per  queste  relazioni  le  (1)  divengono: 


k         x"y'''-'X"'y 


ttg.n 


Ora  per  una  nota  identità  (art.  282)  si  ha: 

quindi  nel  caso  nostro: 
ossia: 
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e  quindi: 

Ora  il  primo  membro  è  la  derivata  di  orctg  ^,  quin- 
di integrando  si  ha: 

/,»  

dove  r  origine  degli  archi  s' intende  presa   in   modo  che 
la  costante  d' integrazione  si  annulli.  Di  qui  e  dalla: 


segue: 


«^+^'=w 


=00' — =-  cos  [p  V^l+ft*  si, 


e  integrando  di  nuovo: 
1 


p(\+k^) 


sen[p  V\^k^s\+A 


dove  ì1,jB  sono  due  costanti.   Imaginiamo  di  trasportare 
gli  assi  co,y  parallelamente  a  sé  stessi  nel   proprio  piano 
.  in  modo  da  render  nulle  le  costanti  A,B,  e  poniamo: 


avremo: 

a:=>acosU  yssasent. 
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Infine  integrando  la  relazione: 

k 


e  in(li(!ando  con  C  nna  costante,  si  ha: 

—       Vl+hy^^-    p(\+k^)'^^     p(l+k*J2- 

Spostiamo   il   piano  xi/  nella   direzione  z  in    modo    <Ja 

h  n 

render  nulla  la  quantità  (' 7T7Tì~  o"»  ^  poniamo: 

=6; 


avremo: 

Le  equazioni  trovate  mostrano  che  la  curva  conside- 
rata ò  un'  elica  (art.  283). 

Dunque:  La  sola  curca  aoente  le  due  curvature  co- 
stanti è  V  elica  cilindrica. 


Vu  Superficie 
Piano  tangente,  normale. 

IK)1.  Aììbiasi  una  superlicie,  la  cui  equazione  sia: 

F(x,y,z)=0,  (1) 

Se  la  linea: 

^^r^A  2/=2/ra  ^'=z(t)  (2) 

giace  per  intero  sulla  superficie,  dovrà  essere  identicamente: 
F[x(lXy(0>  2r^y]=0, 
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(la  cui  derivando  : 

Ora   la  tangente  alla  curva   nel  punto  (x,y,z)  ha  le  e- 
quazioni  : 

X--a^     Y--y      Z^z 
quindi  dovrà  essere  per  tutti  i  punti  CX,Y,Z)  della  tangente: 

È  da  notarsi  che  questa  equazione  dipende  soltanto 
dalla  F  e  dai  valori  delle  coordinate  del  punto  conside- 
rato, e  non  dalla  forma  delle  l'unzioni  (2);  onde  può  dirsi 
che  tutti  i  punti  delle  tangenti  nel  punto  (a!,t/,js)  a  tutte 
le  linee  giacenti  sulla  superficie  considerata  e  passanti 
per  quel  punto  soddisfanno  ad  una  medesima  equazione 
(3).  E  poiché  questa  lappresenta  un  piano ,  può  conclu- 
dersi che  :  Il  luogo  della  tangenti  in  un  puntò  della  sur- 
perficie  a  tutte  le  curve  giacenti  su  questa  e  passanti  per 
quel  punto  è  un  piano.  Esso  dicesi  piano  tangente  ;  e  la 
sua  equazione  è  la  (3). 

La  retta  condotta  per  un  punto  della  superficie  per- 
pendicolarmente al  piano  tangente  in  quel  punto  dicesi 
normale.  Le  sue  equazioni  sono: 


QF  QjF  "QF 

Oa?  7)y  7>s 


O  Questa  equazione  perde  ogQi  signiflcato  pei   punti  della  superficie  in  cui 
tutte  le  tre  derivate  prime  son  nulle.  Tali  punti  diconsi  singolari. 
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i  suoi  coseni  direttori: 


Se  l'equazione  della  superficie  è  data  sotto  la  forma: 

allora,  ponendo: 

Oa?    ^  •  -Di/     ^' 
le  (3),  (4),  (5)  divengono  rispettivamente: 

^__ _—p   _         ^  -q  1 


^pì  +  qi+l         ^pi^qi+i  y/.pj  +  gS  +  1 

;ì02.  Esempi.  —  1.  Superficie  di  rivoluzione.  —  Se  l'asse 
jr  è  r  asse  di  rivoluzione,  e  : 

è  Teciuazione  del  meridiano  posto  nel  piano  ./••r,   l'equa- 
zione della  superficie  è  : 

^=f(Vxi'+ì/^).  (1) 
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1/  equazione  del  piano  tangente  è  : 

X 


[I 


:r-r.r(^X^^y^)(X-x) 


V^^  +  y^ 

Le  equazioni  della  normale  sono: 


X 


.^zfWx^  +  u^  ) _1 r(y/x^  +  y^) 


la  sua  proiezione  sul  piano  xy  ha  quindi  l'equazione: 

e  però  passa  per  T  origine.  Ne  segue  che  la  nor^male  in 
un  punto  qualunque  taglia  l'asse  di  rivolusione. 

2.  Superficie  cilindriche.  —    Sieno  le  generatrici 
parallele  all'  asse  a?,  e  sia  : 

^=^y)  (2) 

r  intersezione  della  superfìcie  col  piano  yz,  V  equazione 
della  superficie  è  ancora  la  (2);  e  però  si  ha  per  l'equa- 
zione del  piano  tangente  : 

per  le  equazioni  della  normale: 


X^x, 


i{y)      -1 


Dunque:  Il  piano  tangente  è  costantemente  parallelo  alla 
direzione  delle  generatrici,  e  quindi  contiene  la  genera- 
trice passante  pel  punto  di  contatto  ;  inoltre  esso  è  lo 
stesso  per  tutti  i  punti  di  una  generatìHce. 
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La  normale  è  perpendicolare  alla  direzione  delle  ge- 
neratrici, e  coincide  colla  normale  alla  sezione  retta  del 
cilindro  condotta  pel  punto  considerato. 

Tagliamo  la  superficie  cilindrica  con  un  piano  : 

z=x  cotg  a 

passante  per  V  asse  y  e  facente  col  piano  yz  un  angolo  a; 
le  equazi  mi  dell'  intersezione  di  questo  piano  col  cilindro 
saranno  : 

z=x  cotg  a,  z=^(ij  \ 
Facciamo  ora  la  seguente  trasformazione  di  coordinate  : 
Xz^'  cos  a  +  z'sen  a, 

y=y\ 

c=— iC^  sen  a-f-  z'  cos  a, 

sicché  il  piano  segante  sarà  il  piano  z' t/.  Le  equazioni 
della  sezione  diverranno  : 

cosa^^^^ 

L'area  compresa  fra  un  arco  della  sezione,  la  sua  pro- 
iezione sull'asse  ?/  e  le  rette  proiettanti  estreme  sarà  : 


cos  olJ 


fCy'Jdy; 


dove  j/V  y'i  sono  le  distanze  dall'  origine  delle  estremità 
della  proiezione  sull'asse  >/■,  e,  osservando  che  l'asse  y  non 
ò  mutato  nella  trasformazione,  potrà  anche  scriversi  : 

D' altra  parte  l' area  corrispondente  pel  tratto  della  se- 
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zione  zy  avente  la  stessa  proiezione  sull'asse.(/  è: 


7=  J    9(f/)dy\ 


sicché  si  ha: 

0=0^  cos  a. 

Poiché  cy  è  la  proiezione  di  &  sul  piano  zy,  può  dirsi 
die:  //'  area  della  proiezione  d' una  superfìcie  piana  so- 
pra  un  piano  è  eguale  all'area  di  questa  superficie  mol- 
tiplicata pel  coseno  dell'angolo  dei  due  piani, 

3.  Superfìcie  coniche.  —  Prendiamo  il  vertice  del 
cono  per  origine  delle  coordinate,  e  sia: 

V  equazione  deirintersezione  di  esso  col  piano  or=h  Dette 
(ìyt\Z)  le  coordinate  d'un  punto  di  questa  intersezione,  sicché: 

h'  coordinate  d'  un  punto  della   generatrice  passante  pel 
punto  considerato  saranno  : 


a==,r,  y=x%  z=xZ, 


donde  ; 


X 

L' equazione  della  superficie  conica  sarà  quindi  : 


X  X 


^-(i). 


ossia  : 

Segue  di  qui  per  \  equazione  del  piano  tangente  : 
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[i^yHiìhMiy^-"-"-' 


ossia,  tenuto  conto  della  (3): 

Dunque  :  //  piano  tangente  passa  costantemente  pel  ver- 
tice, e  quindi  contiene  la  generatrice  passante  pel  punto 
di  contatto.  Inoltre  esso  è  lo  stesso  per  tutti  i  punti  d'una 

generatrice,  giacché  il  rapporto  --  è  costante   per  tutti 

questi  punti. 

4.  Elicoide  a  piano  direttore,  —  È  generato  dalle 
normali  principali  ad  un'elica.  Le  equazioni  della  normale 
principale  all'elica  sono  (art.  283): 

y^xtang  t,  zz=bt\ 

eliminando  t  si  ha  per  Y  equazione  dell'  elicoide  : 

z=Aarctg-^. 

L'equazione  del  piano  tangente  è: 

ossia  : 

Come  si  vede,  il  piano  tangente  varia  da  punto  a  punto 
d' una  medesima  generatrice. 
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Area  d'una  superficie  curva. 

303.  Per  definire  V  area  d' una  superficie  curva,  si  pre- 
senta naturale  T  idea  di  iscrivere  in  essa  una  superficie 
poliedrica,  e  di  considerare  l' area  delia  superficie  curva 
come  il  limito  a  cui  tende  Y  area  della  superficie  polie- 
drica .quando  il  numero  delle  sue  facce  cresca  e  la  loro 
grandezza  decresca  indefinitamente.  Però  una  tale  defi- 
nizione dà  luogo  a  qualche  difficoltà  quando  non  si  pon- 
ga alcuna  restrizione  sulla  forma  della  superficie  iscritta: 
ed  infatti  fu  dimostrato  (*),  che  in  certe  superficie,  la  cui 
area  è  calcolabile  con  metodi  elementari,  può  iscriversi 
un  poliedro  di  area  arbitrariamente  grande  (**)  Fu  quin- 
di proposta  una  definizione  alquanto  diversa  (cfr.  art.  251). 

Sia: 

r  equazione  d' una  superficie,  e  si  consideri  una  porzione 
di  essa 'la  cui  proiezione  sul  piano  ivy  sia  un  campo  //. 
Si  divida  il  campo  H  \n  n  parti  S',,^.,....,^»!  mediante  un 
sistema  qualunque  di  lince;  le  superficie  cilindriche  aven- 
ti queste  linee  come  direttrici  e  le  cui  generatrici  sono 
parallele  all'  asse  3  divideranno  la  superficie  in  n  parti 
epe,,...,en.  Di  più,  se  in  un  punto  qualunque  (xh  .yh  ,Zh  )  della 
parte  e^  si  conduce  il  piano  tangente,  le  superficie  cilindri- 
che che  determinano  questa  parte  ea  taglieran no  sul  piano 


(*)  U.  A.  Schwsrz,  Sur  une  définition  erronee  de  V  aire  d'une  surface  courbe,  Gè- 
samroelte  math.  Abh.  Boriili  1890.  T.  lì  p.  309-811.  Lo  superficie  considerala  da 
Scbwarz  come  esempio  ò  senapi icomente  uo  cilindro  circolare  retto. 

O  Avverrebbe  lo  slesso  per  le  spezzale  Iscrilte  in  un  arco  di  curva,  se  non 
si  ponesse  la  condizione  tacita  che  noi  formare  tali  spezzate  si  debba  procedere 
sempre  nello  stesso  senso. 


Digitized  by  VjOOQIC 


rirr* 


-  398  - 


tangente  una  certa  su- 
perficie 6a  ,  la  cui  a- 
rea  sarà  il  quoziente 
deir  area  della  super- 
ficie 5^/i  —  che  indi- 
cheremo colla  lettere! 
^h  stessa  —  pel  coseno 
deir  angolo  che  forma 
^  il  piano  tangente  col 
piano  xy  '(art.  302j. 
Questo  angolo  è  e- 
guale  a  quello  che  for- 
ma la  normale  col- 
r  asse  z,  il  cui  coseno 


é  (art.  301): 


1 


VpH^  +  qk^+l 

Ph  e  qh  denotando  i  valori  dip  e  q  nel  punto (xh  ,^yh  ,  Zh X 
si  ha  quindi: 

11  limite  della  somma  delle  superficie  Oa  quando  al  cam- 
po H  si  applica  un  sistema  normale  di  suddivisioni  si 
assume,  per  definizione,  come  V  area  5  della  superficie 
considerata,  sicchò  si  ha: 

S=  lim  S  ^A  \/i)A2  +  yA«4-'Ì=  rv/p2  4  ?*  + 1  d(j. 

n=»A==1  J 

H 

Imaginando  effettuate  lo  suddivisioni  mediante  paral- 
lele agli  assi  a?,y,  si  ha: 

S=   C  Cvp^+q^^ldocdUy 
essendo  Y  integrazione  estesa  come  prima  al  campo  H. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  399  -  . 

304.  U area  d'una  superficie  curva  è  indipendente 
dalla  scelta  degli  assi  coordinali. 

Sia  J*„  3/4,2:,  un  nuovo  sistema  di  coordinate  ortogonali, 
legate  alle  primitive  dalle  relazioni: 

dalle  quali  risulta,  come  ò  noto: 

y====^i(^—dJ'\-h/u—d^)+\(^—dJ=-()(x,,y^,zJ, 

z=c/x^—dJi'C/(/—d^)+c,(z^-'d^)=Z{j[^^,Ui,^t)' 
L'equazione  della  superficie: 

diverrà ,  nelle  nuove  coordinate: 

Ne  segue,  colla  regola  delle  derivazione  delle  funzioni 
implicite: 


e  quindi,  tenuto  conto  delle   relazioni   che  hanno   luogo 
tra  i  coefficienti  d'una  trasformazione  ortogonale: 
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2^i_L  ^£i  'Of_  ;D^ 
Oj?  "^  ^j    Oc    9y 


-  I 


=CaA-atbi)-(biCt—btCjp-{c,a^—c^a,)q=Ct—a,p—b,q. 

Ora,  indicando  con  5,  l' area  calcolata  rispetto  al  nuo- 
vo sistema,  si  ha: 

e  quindi  (art.  231): 


=  C  fvl+p^  +(/2  dxdy-^S. 


305.  Qualche  volta  invece  delle  coordinate  x,y,z  si  usa- 
no le  coordinate  p,9,z,  doverle  p,<p  sono  le  ordinarie  coor- 
dinate polari  del  piano  xy,  legate  alle  x,y  dalle  relazioni: 

a?=pco5  9,  !/=psenf\  p=v^x^  +  y^ ,  (p=:arctg  ^. 

Si  ha  allora: 

0£^02  Op  ,  •Of  2?^0£  ^  ,  02  -2£ 
"D^    'dP  t>«    09  Oa?    Op  p      t>P    P*  ' 

'D£_^Oz  Op  ,0?  2?^^  1  I  ^  £. 
01/    DPDy   'df'dir'Dp  p"^c)9p*' 
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da  cui  : 

^•+.+.=(|)V(|^)v.. 

Inoltre: 

d(x,y) I  cos  9    —  p  s^n  9  1 

d(p^9)     ~  \  sen<p         p  cos  9  I 

Quindi  (art.  231): 

306.  Esempi.  —  1.  Superficie  di  rivoluzione  (art.  302): 
z=^f(Vx'^  +  vO,  ossia  z=Lf(p),  Si  ha: 

S=  C  f>/r(p)+lpdpdff=  fd^  fvp(p)+\  p  dp. 

V  area  della  parte  di  superficie  compresa  fra  due  me- 
ridiani 9=9^,,  9=9,,  e  due  paralleli  p=Po,  p=^Px,  ò: 

S==r9i-9o>>  pvV»  (P}^\  p  rfp. 

In  particolare  Y  area  della  zona  compresa  fra  due  pa- 
ralleli è: 

S-^ir  rWp(p)+\  p  dp. 

Po 

P.  es.  r  equazione  della  sfora  è: 


donde: 

P 


m>)=- 


Va^  —  ^ 

VivAim,  Calcolo  ìnfiwU$timaU 
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e: 

Po 

e  quindi  per  un'  intera  zona: 

Cioè:  La  superficie  d* una  zona  sferica  è  il  prodotto  della 
sua  altezza  per  la  lunghezza  della  circonferenza  d'  un 
circolo  massimo. 

Per  avere  la  superficie  dell'intera  sfera  basta  esten- 
dere r  integrazione  da  0  ad  a  e^  raddoppiare  il  risultato  ; 
si  trova  così  : 

,S=4wa2 . 
Analogamente  si  trova  per  un  l'uso  sferico  di  ampiezza  ^: 

2.  Superficie  cilindriche  (art.  302):  z=^(y).  Si  ha: 

S=JJx/¥W+^  dee  dy  ^Jdxjv~^'Hy)+^  dy. 

La  parte  di  superficie  compresa  fra  due  sezioni  x=x^, 
ir=/:,  e  fra  due  generatrici  (y^MyJh  (y^Myà)  è: 


Hi ... 

S=(x,^xjJ    V  ^"^(yyH  dy. 


L'integrale  che  figura  nel  2°  membro  è  la  lunghezza 
dell'arco  della  direttrice  posta  nel  piano  yz,  compreso  fra  i 
punti  (y^MyJ)»(y\My%)X  quindi:  L'arm  della  parte  d'una 
superficie  cilindrica  compresa  fra  due  sezioni  rette  e  due 
generatrici  è  il  prodotto  della  lunghezza  dell'  arco  di 
queste  sezioni  compreso  fra  le  2  generatrici  estf^eme  per 
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la  lunghezza  del  tratto  di  generatrice  contenuto  nella 
parte  di  superficie  considerata,  —  A  questo  risultato  si 
poteva  giungere  più  facilmente  considerando  lo  sviluppo 
del  cilindro  sopra  un  piano. 

V 
3.  Elicoide  a  piano  direttore  (art.  302):  3=6  arctg^, 

oc 

ossia  z=bf.  Si  ha: 
S=Jf^—,b*  +  ìp  dp  d<p=jd<fj\/  /j*'+^dp. 

La  parte  compresa  fra  due  generatrici  determinate  da- 
gli angoli  (Po.9i  e  due  cilindri  di  raggio  po,p,  sarà: 

S=(<f-  9j  J   V  W-f^  dp. 

Ora: 

/•  6»  +  P*  .      /•   P'  rfp 

v/  6« + p*  rfp= j  ;;^^rfp=ft''^^p+v^^^+<'*;H- j  ^^-q:^ 

da  cui: 

fvh^^dp=^  [  6«  ^rp+\/  ^  +  P«)+PV/  6« +^]  +  cost., 


o: 


^  P,+V/  6«  +  p,* 

In  particolare,  se  p,=0,  si  ha: 


s^-r-p.-?,;  [  6«  i(7  '''^^^=^'~+P.  v^6» + p.*  ]. 
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Volumi. 


307.  Prima  di  parlare  dei  volumi  in  generale,  dobbiamo 
considerare  un  caso  particolare. 

Abbiasi  un  cilindro,  e  si  consideri  la  parte  di  esso  com- 
presa fra  due  sezioni  rette  C,  C\    Se  iscriviamo  in  C  una 

serie  di  poligoni  I\,P^yP^ tali  che  il  limite  delle  loro 

aree  sia  V  area  di  C,  e  se  indichiamo   con  jo^,  p,,  p^ lo 

aree  di  questi  poligoni,  con  e  l'area  di  C,  con  h  la  distanza 
delle  due  sezioni  rette,  potrà  assumersi  come  definizione 
del  volume   della  parte  di  cilindro  considerata  il  limite 

dei.  volumi  dei  prismi    aventi   per   basi  jPo»Pi»Pi» ^ 

per  altezza  h.  Ma  tale  limite  e  h  limpi ,  ossia  /ac,  sicché: 

t=oc 

Il  volume  racchiuso  da  una  superfìcie  cilindrica  e  dn 
due  sue  sezioni  rette  è  il  prodotto  della  distanza  delle 
due  sezioni  per  la  loro  area, 

308.  Dopo  ciò  si  abbia  una  superficie  S  come  quella 
considerata  all'art.  303,  e  s'imagini  ancora  il  campo  // 
diviso  in  n  parti  ^„^„ fin.  e  corrispondentemente  la  su- 
perficie divisa  in  n  parti  s,,e„ ,en. 

Per  un  punto  qualunque  (  Xh ,  ?A  ,  3h)  di  zh  si  conduca 
un  piano  parallelo  al  piano  xy,  il  quale,  insieme  a  questo 
piano  e  alle  superficie  cilindriche  aventi  per  direttrici  le 
linee  che  formano  il  contorno  di  ^h  ,  racchiuderà  uno  spa- 
zio cilindrico  di  volume  ^h  Sh  art.  307).  Il  limite  della  som- 
ma dei  volumi  di  tali  cilindri  quando  al  campo  E  si  ap- 
plichi un  sistema  normale  di  suddivisioni  si  assume,  p^/' 
defììiizione,  come  il  volume  V  dello  spazio  ra-cchiuso  dalla 
superficie  S,  dal  cilindro  che  ne  proietta  il  contorno,  e 
dal  piano  xy.  Si  ha  cioè,  essendo  : 

3=f(^>y) 
l'equazione  della  superficie  S\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  405  - 
V=dim  ^^hZh=  C^  (1(7  =  Cf(x,y)  d<7=  i  Cf(x/y)  dx  dij, 

(love  anche  rultimo  intej^rale  si  ritiene  esteso  al  campo  //. 
Intnxlmuindo  le  eoonlinate  p,(p  considerate  air  art.  1105, 
si  ha: 

r=  j   f  zpdp c/9=  f    /  /Tp cos 9, p seti (p)  p dp rfq). 

309.  Abbiasi  una  superficie  chiusa,  che  supporremo  per 
semplicità  incontrata  da  ogni  parallela  all'asse  ^  tutt'al 
più  in  due  punti.  Il  cilindro  colle  generatrici  parallele 
air  asse  s  tangente  alla  superficie  la  toccherà  in  una  o 
pili  linee  chiuse  (*)  che  divideranno  la  superficie  in  d  e 
parti  ò'„  S,  aventi  la  medesima  proiezione  H  sul  piano 
xfj.  Se  (x,y)  è  un  punto  del  campo  //,  e  J„2r,  sono  le  cor- 
rispondenti ordinate  di  S^,  5,,  queste  superficie  rappre- 
senteranno rispettivamente  due  funzioni  : 

e  gli  spazi  racchiusi  tra  il  plano  xi\  il  cilindro  tangente 
già  considerato,  e  rispettivamente  le  superficie  iS,,  S, 
saranno  : 

K,=J  J  p(oo,y)  dxdy,  V^=J  J  o(x,y)dxdìj, 

onde  il  volume  V  dello  spazio  contenuto  entro  la  super- 
ficie chiusa  sarà: 

7-  F.-  ^'.=//  \<^(^>y)-9(^^y)]  dx  dy, 
(  )ra  può  scriversi  : 

V=Jjd^dyj        dj, 


O  Per  una  sfera,  per  un  ellissoide  etc.  il  contatto  avrà  luogo  lungo  una  linea, 
per  un  toro  lungo  due  linee,  etc. 
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=/// 


dx  dy  dj, 

essendo  Y  integrale  triplo  esteso  allo  spazio  racchiuso  en- 
tro la  superficie  S. 

La  Ibrmola  ottenuta  ci  presenta  lo  spazio  considerati» 
come  un  insieme  di  parallelepipedi  di  dimensioni  infinitesime. 

//  volume  compreso  entro  una  superficie  chiusa  è  in- 
dipendente  dalla  scelta  degli  assi  coordinati. 

Dalle  formole  di  trasformazione  dell'  art.  304  si  ha  : 

dx^  =^a\d(€  +  61  dy  +  c\  ds, 
dij\  =  a%  dx  +  ì)%dy  +  c^  dz, 
dz\  =zaidx  +  &3  dy  +  cj  dz, 


da  cui  ; 


e/  f"  371  ,  3/1  ,  ^t  J 


d(  x,y,  z) 
Quindi  (art.  231)  : 

=  1   I    i  dx  dy  dz, 

310.  L'espressione  trovata  di  V  sotto  forma  d'integrale 
triplo  permette  d'introdurre  facilmente  le  coordinate  po- 
lari dello  spazio.  P]sse  sono,  come  è  noto,  legate  alle  coor- 
dinate cartesiane  ortogonali  dalle  relazioni: 

x  =  p cos 9 cos 6,   y  =  p sen ^cos^,  2:  =  p sen 0  (^), 


(*j  La  p  è  il  raggio  vettore,  9  può  dirsi  la  longitudine  (rispetto  al  plano  ae%  co- 
rno meridiano  d'origine)  e  0  la  latitudine  (rispetto  al  piano  sey  come  equatore). 
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donde  : 

d(x,y,z) 


e  quindi  (art.  231  )  : 


=a  p'  cos  6, 


=777 


p^  COS  6  dp  d(p  do. 

L'interpretazione  geometrica  di  questa  formola  è  chiara. 
Le  sfere  p=cost ,  i  piani  (^=cosL  e  i  coni  ^h^^ost  dividono 
lo  spazio  in  parallelepipedi  retti  rettangoli  infinitesimi,  i 
cui  spigoli  hanno  le  seguenti  dimensioni  : 

Intersezione  di   ^-^^cosL  con  ò=cost.    \    dp 

»  fi=scost     »    p=cosL    ;    pcosòd<p 

»  p=scost.     »    (^=cosL     :    prf0. 

Quindi  il  volume  di  un  parallelepipedo  elementare  è 
p*  cos  0  dp  d<p  db. 

311.  Vi  sono  due  casi  abbastanza  generali,  in  cui  lo 
integrale  doppio  che  rappresenta  il  volume  si  riduce  ad 
un  integrale  semplice,  pel  fatto  che  una  delle  integrazioni 
si  eseguisce  immediatamente. 

L  Si  ha  un  solido  tale,  che  la  superficie  d'una  sua  se- 
zione parallela  ad  un  piano  fisso  è  una  funzione  nota  della 
distanza  di  essa  da  questo  piano,  e  si  vuol  calcolare  il 
volume  della  parte  di  esso  compresa  fra  due  di  tali  sezioni. 

Supponiamo  per  semplicità  che  il  piano  fisso  sia  uno 
dei  piani  coordinati,  p.  es.  yz,  e  che  le  sezioni  parallele  a 
questo  piano  abbiano  la  forma  trapezoidale  considerata 
all'art.  257,  cioè  sieno  racchiuse  da  un  arco,  da  due  pa- 
rallele all'asse  z,  e  da  un  segmento  parallelo  all'asse  y  e 
giacente  nel  piano  xy.  $i  avrà: 

F=  /   dx  I      f(x,y)dys:  j  dx   1      zdy, 
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dove  a,6  sono  le  coordinate  cv  estreme  del  solido  conside- 
rato, e  9(^),^(co)  sono  i  valori  estremi  di  y  corrispondenti 
ad  un  determinato  valore  di  x.  Ora: 


j 


'CT(a?) 

zdy 


rappresenta  l' area  della  "sezione  condotta  parallelamente 
al  piano  yz  ed  a  distanza  x  da  esso,  area  di  cui  conoscia- 
mo l'espressione  ^x)  in  funzione  di  x,  sicché  si  ha: 


j 


e  quindi  : 


IL  II  solido  è  di  rivoluzione,  e  si  vuol  calcolare  il  vo- 
lume della  parte  di  esso  compresa  fra  due  paralleli. 

Preso  Tasse  di  rivoluzione  come  asse  ^,  l'equazione 
della  superficie  è  : 

quindi  T ultima  formola  dell'art.  :X)S  ci  dà: 

V=    /     d<f  j  VCp  prfp=2it  /  *f(p)pdp, 

0  Po  p„ 

dove  p^.py  sono  i  raggi  dei  paralleli  estremi. 

X^       ^2        2? 

312.  Esempi.  —  1.  Ellissoide:—  +r^  +—=1.  Si  ha  di  qui: 
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quindi  : 


r=( 


■Jl4'-t-'>''y- 


Vogliasi  per  esempio  determinare  il  volume  deirottante 
^  compreso  fra  i  tre  semias- 

c ^  si  positivi;  la  proiezione  sul 

piano  xy  della  parte  di  el- 
lissoide che  Io  racchiude 
è  un  quarto  d'ellisse  di  se- 
miassi a,b,  e  quindi  di  e- 
quazione  : 

Ne  segue  che  i  limiti  dell'  integrazione    rispetto  ad  x 
saranno  0  ed  a,  e  quelli  dell'integrazione  rispetto  ad  y 


Oc  y  1-g. 


Indicando  quindi  con  V  il  volume  cer- 


cato, sarà: 


A  A  ' 


0  0 

Ora  si  ha  in  generale: 


■^  dy 


J  J  ^k^  —  t^  J  Vk^  —  i^ 

—  (  —_^z=dt^k*  arcsen  -7+<\/A«  —  P  —  f^W^lì  dt, 


donde: 


Cy/k^  ->  dt^  ~[kt  aresen-^^+tvk^  —  fì  ], 
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quindi  nel  caso  nostro: 


X  y 

)  arcsen ,• 


/*      /,      '^^         i/*j  f),,       X* 

^2^        fl»      68' 


fi,V\-'>. 


Ne  segue: 

xr     ^'^^    /'  /i     ^*  \  t       «afre 

0 

4 
quindi  il  volume  deirintero  ellissoide,  cioè  8F,  è  -^abc. 

o 

Allo  stesso  risultato  si  giunge  più  speditamente  consi- 
derando l'ellissoide  come  appartenente  alla  classe  I  dello 
art.  311.  Infatti  una  sezione  parallela  al  piano  yz  e  di- 
stante da  esso  d'una  quantità  x=^OM  è  un  quarto  d'el- 
lisse, i  cui  semiassi  sono  MP  ed  MQ.  Ora  P  è  un  punto 
deir  ellisse  APE  posta  nel  piano  ;r^  e  avente  Tequazione: 

Q  ft  un  punto  deir ellisse  AQC  posta  nel  piano  xz  ed  a- 
vente  \  equazione: 
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quindi  : 

e  r  area  della  sezione  è  (art.  262)  : 
Si  ha  perdo  come  prima: 

0 

2.  Paraboloide  ellittico  :  -  =  r-+  -r . 
Una  sezione  parallela  al  piano  yz  e  posta  a  distanza  x 
da  questo  è  un  quarto  d'  ellisse  coi  semiassi  òa 


^     l2x         l^x 


sicché  la  sua  area  05==^  — .  Si  ha  perciò  pel  volume  com-  ' 

preso  tra  il  vertice  e  una  sezione  parallela  al  piano  yz  e 
distante  di  x^  da  esso  : 


.-* 


2  aj  4  a    *         2       * 


Considerando  Tinlero  tronco  di  paraboloide,  il  suo  volume 
F,  sarà  47,  e  l'area  iS,  della  sua  base  4S,  sicché  si  avrà: 
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Cioè  :  Il  volume  (V  un  tronco  di  paraboloide  ellittico  è  la 
metà  del  volume  del  cilindro  circoscritto. 

3.  Toro,  —  È  la  superficie  generata  dalla  rotazione 
(Vilna  cirrx)nferenza  intorno  mi  un  asse  posto  nel  suo 
piano  die  non  la  tairlia. 

Prendiamo  Tasse  di  ri- 
voluzione come  asse  -?,  e  il 
piano  nel  quale  si  mantiene  * 
il  centro^  della  circonfe- 
renza come  piano  xy.  Posto 
-Y  OA=flf,  e  denotando  con  b 
(<fl)  il  raggio  del  cerchio 
mobile,  con  t  l'angolo  CAM 
corrispondente  ad  un  punto 

qualunque  M  della  circonferenza  CBDy  si  ha  : 
2=0Q=PM=b  sen  t,    p=:OP=a-iJ)  cos  t,  dp=:--b  seni  dt, 


quindi,  indicando  con  y  ^'  1^  ^^^^  ^^^  volume  del  ton> , 
cioè  il  volume  generato  dalla  rotazione  del  seniicii^colo 
CBD,  sarà: 

--  7=2^  /      -j  p  dp=—2iz  I  b  sen  t  (a+b  cos  t)  b  sen  t  dt 


a-b 


:=2nb^   j   {a+b  cos  t)  sen^  tdt 

0 


Ora: 


/  senHdt=^-,j(t—sentcost)-\'Cy   1  sen'^tcostdt::z-^sen*t+C, 
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quindi  : 

/    sen^  tdt=  '-,     /    sé'n*  t  cos  l  dt=tì, 

0  0 

e: 

Cioè  :  Il  colume  del  totv  è  il  prodotto  dell'  area  del  cer- 
chio generatore  per  la  lungJie^sa  della  circonferenza  de- 
scritta dal  suo  centro. 


Inviluppi  di  superficie. 

313.  Un'  equazione  : 

dove  a  è  un  parametro  indeterminato,  rappresenta  una 
famiglia  semplicemente  infinita  di  superfìcie.  Duo  super- 
ficie della  famiglia: 

f(Xyyy3,a)^X    f(x,y.s,a+h)=0  (1) 

si  tagliano  in  una  linea,  le  cui  equazioni  sono  le  (1).  Può 
avvenire  che ,  restando  fisso  a  e  tendendo  h  a  zero,  que- 
sta linea  tenda  verso  una  linea-limite  (cioè  tutti  i  suoi 
punti  tendano  verso  posizioni  determinate^;  tale  linea,  se 
esiste,  dicesi  la  caratteristica  della  superficie: 

f(x,iJ,js,a,=0,  (2) 

e  può  definirsi  come  T  intersezione  di  essa  r.olla  superfìcie 
infinitamente  vicina  o  successila  della  famiglia.  Si  dimo- 
stra con  ragionamenti  analoghi  a  quelli  dell'art.  265,  che 
le  equazioni  della  caratteristica  sono  : 

f(^,y,^yCi)=^*  ^^ =0.  (3) 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  414  — 

Il  luogo  delle  caratteristiche  è  una  superficie ,  che  di- 
cesi inviluppo  della  famifrlia;  la  sua  equazione  si  trova 
eliminando  la  a  fra  le  (3). 

Dicendo  tangenti  fra  loro  in  un  punto  due  supertìcio 
che  hanno  comune  in  esso  il  piano  tangente ,  può  dimo- 
strarsi che  : 

L' inmluppo  è  tangente  a  ciascuna  superficie  della  fi- 
miglia  lungo  la  sua  caratteristica.^ 

Supponiamo  infatti  che  dalla  seconda  delle  (3)  si  ricavi: 

l'equazione  dell'inviluppo  sarà: 

Se  P  è  un  punto  della  caratteristica  della  superficie  {2\ , 
r  equazione  del  piano  tangente  in  esso  a  tale  superficie  ^: 

e  quella  del  piano  tangente  in  esso  all'  inviluppo  : 

\'~^~^  "of     W^^^^ 

Ma  sì  ha  identicamente  : 

e  inoltre  nel  punto  P: 

sicché  le  equazioni  dei  due  piani  sono  identiche  fra  loro. 
314.  Un'equazione: 

/r^,2/,^s«,6>=0,  (1) 

dove  a,b  sono  due  parametri  indeterminati,   rappresenta 
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una  famiglia  dòppiarìiente  infinita  di  superficie.  Essa  con- 
tiene un'  infinità  di  famiglie  semplicemente  infinite,  il  cui 
tipo  più  generale  si  ottiene  stabilendo  una  relazione  qua- 
lunque tra  i  due  parametri.  Supposto  infatti  che  tra  lo 
a,  b  esista  una  relazione  : 

Xfa,6>=0,  (2) 

la  (1)  rappresenta  una  famiglia  semplicemente  infinita  di 
superficie  tutte  appartenenti  alla  famiglia  data.  L'invi- 
luppo di  questa  famiglia  si  trova  copie  segue. 

Per  ciò  che  si  è  detto  neirart.  precedente,  le  equa- 
zioni della  caratteristica  sono  la  (1)  e  la: 

dove  da  e  db  sono  legate  dalla  relazione  : 

No  risulta  che  V  equazione  dell'  inviluppo  si  trova  elimi- 
nando a  e  b  fra  le  (1),  (2)  e  la: 

d(a,b) 
Se  la  (2)  ha  la  forma  particolare: 

la  (3)  diviene: 

Ogni  superficie  della  famiglia  data  fa  parte  di  infinito 
famiglie  semplicemente  infinite,  e  quindi  su  di  essa  sUui- 
no  infinite  caratteristiche;  le  loro  equazioni  sono: 


7)b    7)a    ^'           ^^' 
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dove  a  e  b  hanno  i  valori  fissi  corrispondenti  alla  super- 
ficie considerata,  e  X  è  una  funzione  qualunque.  Tuti" 
queste  caratteristiche  hanno  comune  un  certo  numero  di 
punti,  cioè  quelli  determinati  dalle  equazioni: 

giacché  i  sistemi  di  valori  (a!,t/,3)  che  soddisfanno  a  que- 
ste tre  equazioni  soddisfanno  pure  alle  (4)  qualunque  sia 
la  forma  della  funzione  X.  Il  luogo  di  tali  punti  é  um 
superficie,  che  diccsi  V  inviluppo  della  famìglia  doppia- 
mente infinita,  e  la  cui  equazione  si  trova  eliminando  «* 
b  tra  le  (5). 

315.  L'  inviluppo  d' ima  famiglia  doppiaìnente  inpnlbi 
di  superfìcie  è  tangente,  non  solo  a  tutte  le  superficie  d»'^- 
la  famiglia,  ma  anche  a  tutti  gli  inviluppi  delle  famvjlh' 
semplicemente  infinite  in  essa  contenute. 

Supponiamo  che,  risolvendo  le: 

7)a  ^'    y?  "^^ 
si  ottenga: 

a=(p(x,y,3X  b==^cc,y,z),  (li 

cioè  che  sia  identicamente  rispetto  ad  a;,y,3: 

L'equazione  dell'inviluppo  sarà: 
Supponiamo  inoltre  che,  risolvendo  le: 

si  ottenga: 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  417  - 
cioè  che  sia  identicamente: 

Opt  Ov  t)v  Oji.  ) 

l'equazione  dell'iaviluppo  della   famiglia   semplicemente 
infinita  di  superlicie  corrispondente  alla   funzione  X  sarà: 

Dopo  ciò  le  equazioni  dei  piani  tangenti  alia  superficie: 

e  alle  superficie  (3)  e  (ti)  in    un    punto  comune   P(x,yy2) 
sono: 

\  -^^ — +oi^9^-^óvo.«^;^^~"^-^ ^ 

In  virtù  delle  (1),  (2)  la  seconda  di  queste  equazioni  si 
riduce  immediatamente  alla  prima.  Inoltre  dalia  prima 
delle  (5)  segue: 

Oli    Oi/      "  Ov   0(/        ' 
0ji9--         Ov    0*         ' 
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sicché  la  seconda  delle  (5)  può  scriversi   sotto   le    forme 
seguenti: 

Per  queste,  e  per  le  (4) ,  anche  la  terza  delle  (7)  si  ri- 
duce alla  prima. 

316.  Esempi.  —  P.  Ihriluppo  d'  una  sfera  di  raggio 
costante  r  il  cui  centro  percorre  una  linea: 

x=m  y=tì(t),  z=  s(t).  (1) 

Tali  inviluppi  diconsi  superfìcie  canali. 
V  equazione  della  sfera  mobile  è: 

[x^  ero]*  +  [y-ri(t)]^  +  [z-m?  =  r^  > 

e  l'equazione  dell'inviluppo   si   ottiene   eliminando  t  fra 
la  precedente  e  la: 

(^-m)i'(tMy-rift)Mt)+(Z''m)m>=^' 

In  particolare,  se  la  linea  (\)  è  una  circonferenza,  Im- 
viluppo  è  un  toro  (art.  312).  Supposta  la  circonferenza  nel 
piano  xy  e  col  centro  nel!'  origine,  le  (1)  divengono: 

x=^R cos ty  y  =R sen  t,  3==0, 
fatta  r  eliminazione,  si  ottiene  con  qualche  riduzione: 
(x^  +  y^  +  z^  +  m  ^  r^  )t  ^  ^R^  (  x^  +  y^  )=^X 

2.*  Inviluppo  d"  una  sfera  di  raggio  costante  r,  il  cui 
centro  percorre  una  sfera  di  raggio  R. 
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L' equazione  dell'  inviluppo  si  ottiene  eliminando  9  e  6 
fra  r  equazione: 

(x-R  cos<p  cos  0;«  +(ij'-Rsen<p  co$  0/  +(^v — i?  sen  0;«  =sr»,  (2) 

e  le  sue  derivate  rispetto  a  9  e  a  6: 

R  sen  9  cos  8  (x —R  cos  9  cos  fi)— R  cos  9  cos  f^df—R  sen<pcos9h=^y 

R  cos  9  sen  8  {x--R  cos  9  cos  ^)+R  sen  9  sen  6(jy— /if  sen  9  cos  8) 

-Rcosfi.Z'-Rsenfi)==tì. 

Queste  due  ultime  si  riducono  a: 

X  sen  9 —2/  cos  9  =  0,  x  cos  9  sen  8  +  {/  s^w  0  s^n  8—3:  cos  8=39, 

da  cui: 

towgr  9  r=  ^  ,  tow^r  8  = 


X  '       ^        xcos^  +  y  sen 9  ' 
e  quindi: 

se7i  9  =     1 ,  cos  9  = 


x/a;^  +  2/*^  v'a?*  +  {/* 


5é?n  8=  ,  ,  cos  8=  — _         '  *' 


x/a^'+y'+2'  ^x^  +  y^  +  z^ 

Dopo  ciò  la  (2)  diviene,  con  qualche  riduzione: 


ossia: 

L*  inviluppo  è  costituito  da  due  sfere,  concentriche  alla 
sfera  luogo  del  centro  della  sfera  mobile,  e  di  raggi  /?J;^. 
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Curvatura  delle  superficie. 

317.  Per  farcì  un'  idea  della  curcatura  6!  una  superfi- 
cie in  un  suo  punto,  cioè  della  differenza  che  passa  fra 
essa  ed  un  piano,  il  mezzo  che  si  presenta  più  spontaneo 
e  naturale  è  di  osservare  se  sieuo  più  o  meno  ricurve 
nelle  vicinanze  di  quel  punto  le  linee  passanti  per  esso 
e  giacenti  sulla  superficie.  Per  esprimere  la  cosa  col  lin- 
guaggio infinitesimale:  Sia  0  il  punto  considerato;  se  par- 
tendo da  0  noi  percorriamo  un  tratto  infinitesimo  in  una 
direzione  qualunque  purché  giacente  sulla  superficie,  gli 
estremi  di  questi  tratti  staranno  tutti  sul  piano  tangente 
in  0,  —  ma  se  da  uno  di  questi  estremi  S  procediamo 
oltre  per  un  nuovo  tratto  infinitesimo,  il  punto  T  a  cui 
giungeremo  non  giacerà  più  in  generale  sul  piano  tan- 
gente. Consideriamo  T  insieme  dei  punti  come  T\  quanto 
più  questi  punti  distano  dal  piano  tangente  in  0,  tanto 
più  grande  potrà  dirsi  la  curvatura  della  superficie  in 
questo  punto.  Ora  la  rapidità  —  per  così  dire  —  con  cui 
il  punto  T  si  allontana  dal  piano  tangente  in  0  ò  misu- 
rata dalla  flessione  della  linea  OST  nel  punto  0,  o,  ciò 
che  è  lo  stesso,  dalla  curvatura  nel  punto  0  della  sezione 
piana  determinata  sulla  superficie  dal  piano  OST,  Per- 
tanto noi  dobbiamo  determinare  la  curvatura  in  O  di 
tutte  le  sezioni  piane  passanti  per  esso;  T  insieme  di  tali 
curvature  ci  darà  un'idea  della  curvatura  della  superficie 
nel  punto  considerato.  Noi  troveremo  però: 

a)  Che  la  curvatura  d'una  sezione  piana  qualunque 
sta  in  un  rapporto  semplicissimo  con  quella  della  sezione 
normale  avente  comune  con  essa  la  tangente; 

6)  Che  la  curvatura  di  qualunque  sezione  normale  è 
una  funzione  assai  semplice  di  quelle  di  due  speciali  se- 
zioni normali. 

Con  ciò  la  curvatura  della  superficie  in  un  punto,  an- 
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zichè  essere  rappresentata  dair  insieme  delle  curvature 
delle  oo«  sezioni  piane  passanti  per  esso,  può  esserlo  dalla 
curvatura  di  duo  sole  sezioni,  quelle  che  furono  chiamate 
principali',  e  non  resta  più  che  a  scegliere  in  modo  oppor- 
tuno una  funzione  delle  due  curvature  principali  per  a- 
vere  una  rappresentazione  analitica  della  curvatura  della 
superficie. 

318.  Prendiamo  il  punto  0  come  origine,  e  la  normale 
in  senso  positivo  come  asse  v,  quindi  il  piano  tangente 
come  piano  xij-  Siano  OA,  OB  le  tracce  d'  un  piano  pas- 
sante per  0  sui  piani  xyy  yt,  e  pongasi: 


awflrylOX==(p  ,  ang  BOZ=^, 

Se: 

è  r  equazione  della  superfi- 
cie, per  la  posizione  speciale 
degU  assi  sarà  nel  punto  0;  y 


quindi,  indicando  con  AJÌ.C  i  valori  delle  derivate  se- 
conde di  3  nell'origine,  si  avrà  dallo  sviluppo  di  Mac-Laurin: 

z=  \  (  Ax^  +  2Bxy+CY  ), 

dove  sì  sono  omessi  i  termini  di  grado  superiore  al  se- 
condo rispetto  ad  x^y.  Si  vede  di  qui  che,  se  i>;,^  so- 
no infinitesime  del  1.°  ordine,  j  lo  è  almeno  del  secondo. 
Quindi  r  equazione  del  piano  AOB,  che  è: 

X  tavg  ^-^  u  +z  tmig  6=0, 
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potrà  scriversi,  pei  principio  della  sostituzione   degl'  infi- 
nitesimi: 

X  tang  <p  —  .v=^0, 

ossia,  introdiu^endo  una  variabile  ausiliaria  /: 

«?=  f  cos  9,  y=t  sen  9, 
quindi: 

^=2   t^  (A  cos^  9  +  2IÌ  cos 9 sen(p+  Csen^  <p). 

Sia  P(x,y.z)  un  punto  prossimo  ad  0  della  sezione  pia- 
na AOB,  e  conduciamo  da  esso  le  perpendicolari  PQ,PR 
sulla  retta  OA  e  sul  piano  xij;  poniamo: 

Se  iiJ  è  il  raggio   di  curvatura  della  sezione  considerata 
in  O,  si  ha  ("art.  275): 

Ora ,    tenendo   sempre  conto  del  principio  della  sostitu- 
zione degf  infinitesimi,  si  ha: 

0P«  =^2  +  i/2  +  a»  =  ^2  , 

PR  "  1 

quindi: 

*  A  cos^  (p  +  2Bcos(p  sen  9  +  Csen'^  9* 

Da  questa  formola  può  ottenersi  il  raggio  di  curvatura 
R  della  sezione  normale  determinata  nella  superficie  dal 
piano  AOZ,  facendo  6,=0  0  0,=Tr: 

jf ^ ^ 

-^  A  cos^  9  -f  2fi'co5  9  5^M  9  +  e  «f'/l^  9  ' 
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quindi: 

\n\^Rcos^,\. 

Le  PQ,PIi  sono  rispettivamente  parallele  alle  normali 
in  0  alle  due  sezioni  considerate;  quindi  61  è  Y  angolo 
delle  due  normali.  Pertanto  dall'ultima  forraola  trovata 
segue  il  teorema  di  Mounier: 

Il  raggio  di  curvatura  d'ima  sezione  obliqua  in  un 
punto  è  eguale  alla  proiezione  sul  propHo  piano  del  rag- 
gio di  curvatura  in  quel  punto  della  sezione  nor  ^lale  aven- 
te la  stessa  tangente. 

319.  Si  è  trovato  che  il  raggio  di  curvatura  d*  una  se- 
zione normale  è: 

/?=+       -      ^ 

—  A  cos^  9  +  2fl  cos<psen  9  4-  Cseri^  9  * 

Occorre  qui  osservare  che,  mentre  sinora  non  abbiamo 
considerato  se  non  il  solo  valore  assoluto  del  raggio  di 
curvatura,  la  formola  scritta  attribuisce  ad  K  un  segno 
determinato,  che  è  differente  secondochè  il  centro  di  cur- 
vatura della  sezione  normale  considerata  sta  sulla  parte 
positiva  {0,=sO)  0  sulla  parte  negativa  (6,=:ir)  della  normale. 
Essendo  arbitrario  fissare  il  segno  di  R  in  uno  dei  due 
casi,  si  può  convenire  di  prendere  R  positivo  quando  il 
centro  di  curvatura  sta  sulla  parte  positiva  della  normale 
alla  superficie.  In  tale  Ipotesi  quale  segno  dovrà  darsi  al 
secondo  membro  della  formola  precedente? 

L' equazione  della  sezione  normale  giacente  nel  piano 
a:z  è,  trascurando  i  termini  di  grado  superiore  al  secondo: 

Di  qui  si  vede  che  z  è  positiva  nelle  vicinanze  dell'  0- 
rigine,  e  quindi  la  sezione  è  concava  nell'origine  verso  la 
parte  positiva  della  normale ,  se  /1>0.  Ora  il  raggio  di 
curvatura  di  tale  sezione  in  0  è,  secondo  la  formola  pre- 
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cedente,  +  r;  ^  poiché  esso  dev'essere  positivo  se  è  posi- 
tivo A,  ne  segue  clie  si  deve  prendere  il  segno  superiore. 
Si  ha  pertanto  : 

~  Acos'^(p  +  2Bros(psen(p+Csen^(p'  '^ 

e  l'ultima  formola  dell'art,  precedente  diviene: 

La    1)  può  scriversi: 

P=A  cos*  9  +  2/:?  cos  9  sen  9  +  Cseti^  9 

4_j_^;     4 Q 

=^-"2^  +'^Y^  ^^^  29+5  sen  29.  (2) 

Cerchiamo  per  quali  valori  di  9  la  curvatura  è  massi- 
ma 0  minima.   Eguagliando  a  zero   la  derivata  di  77  ri- 

spetto  a  9,  si  ha: 

— f yl — CJsen  29  +  2B  cos  29=0, 
da  cui  : 

OD 

tang2cp=     ^-_-^-.  (3) 

Poiché  ad  un  medesimo  valore  della  tangente  corri- 
spondono due  angoli  differenti  tra  loro  di  ir,  noi  avremo 
come  soluzione  del  problema  due  valori  di  9  differenti  tra 
loro  di  90  gradi.  Le  sezioni  corrispondenti,  quelle  cioè  nelle 
quali  la  curvatura  è  massima  0  minima,  si  dicono  sezioni 
principali,  ed  i  loro  raggi  di  curvatura  raggi  di  curva- 
tura principali.  Questi  raggi  ft„i?,  si  ottengono  introdu- 
cendo nella  (2)  i  due  valori  di  9  dati  dalla  (3).  Da  questa 
si  ha: 

sen  29  =^  —  : ,      cas29  = 


e 


x/fA-^C)^  +  47^2  Vr^-C/  +  48^ 
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quindi  dalla  (2).  con  qualctie  riduzione: 

^=2  fA+C±v(A  ^CJ^  +ÌB^  ), 


cioè: 


1       1 


^=^M+C+  V(A^C)^  +  4i?V, 


1       1 


Se  prendiamo  le  tangenti  alle  sezioni  principali  per 
assi  delle  x  e  delle  y,  i  due  valori  di  9  dati  dalla  (3)  do- 

vranno  essere  0  e  y.  Ne  segue^  contraddistinguendo  con 

una  lineetta  sovrapposta  le  quantità  relative  a  questa  po- 
sizione speciale  degli  assi,  che  B  dev'essere  nullo,  onde  : 

_L_X  I—c 

0  quindi  la  (2)  diviene  : 

^-4^co.«9  +}^serfl^,  (4)"! 

che  è  la  formala  d'  Eulero,  la  quale  esprime  il  raggio  di 
curvatura  (V  una  sezione  normale  qualunque  per  mezzo 
di  quelli  delle  due  sezioni  principali. 

320.  Rispetto  ai  nuovi  assi  V  equazione  della  superficie 
6,  a  meno  d' infinitesimi  d  ordine  superiore  al  secóndo  e 
sopprimendo  in  questo  articolo  lo  lineette  sovrapposte  : 

,^l(Acr^+Cy'^y^  (1) 

ciò  che  può  esprimersi  dicendo  che  la  distanza  dal  piano 
tangente  in  O  d'un  punto  della  superficie  prossimo  ad  0 
differisce  per  un  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  secondo 
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dalla  distanza  dallo  stesso  piano  d'  un  punto  del  parabo- 
loide di  equazione  (1).   La  sezione  di  questo  paraboloide 

parallela  al  piano  a?//  e  distanto  da  esso  di  77,   proiettata 

ortogonalmente  sul  piano  ^vi/ ,  ci  dà  in  questo  piano  una 
curva  di  equazione  : 

.4://«+  6'2/^=l, 

la  quale  si  chiama  V indicatrice  della  superficie  nel  punto 
O,  Essa  è  una  conica,  e  in  particolare  un'ellisst^  un'iper- 
bola  (*)  o  una  coppia  di  rette  parallelo  secondochè  A  e  C 
sono  dello  sfesso  segno  0  di  segno  contrario  od  una  di 
esse  è  nulla.  So  l' indicatrice  è  una  conica  non  degenere, 
i  suoi  assi  sono  lo  tangenti  alle  sezioni  principali ,  e  le 
lunghezze  dei  semiassi  sono  eiruali  alle  radici  quadrate 
dei  raggi  principali  di  curvatura.  Inoltre,  se  si  conduce  il 
semidiametro  fiiconto  Tan-^olo  9  con  T  asse  »t? ,  detta  \/D 
la  sua  lunghezza,  si  ha  por  le  coordinate  .t  ,  v  del  suo  ty 
stremo  : 

:c  =  \^D  cos  9 ,    (/  =  \/D  sen  9  , 
e  quindi  : 

D(A  cos^  9  +  Csen  9  )=  1, 

ossia  /)=/?.  Cioè:  La  laaf/lwz^a  d'un  semidiametro  deVa 
indicatrice  è  La  radice  quadrata  del  raggio  di  curontura 
della  sezione  normale  ad  esso  tangente.  Di  qui  il  noine 
di  indicatrice. 

La  curvatura  della  sezione  normale  inclinata  dell'  an- 


n  Nel  cnso  in  cui  A    q  C  sono  dì   $o<;no  opposto ,   si    prende  da  bienni  come 
liidicair  co  l'i  :siemo  deile  due  iperboie  coniugate  : 
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golo  9 +-2  8ul  piano  xz  6: 


11        ,     .    1 


onde  si  ha: 


li^  R~  H,'^  r; 

Cioè  :  Ija  somma  delle  curoature  di  due  sezioni  normali 
perpendicolari  tra  loro  è  costante  ed  eguale  alla  somma 
delle  due  curvature  principali. 

Il  piano  tanpento  alla  superficie  in  un  punto  (x.ij.z)  ha 
r  equazione  : 

0  la  sua  traccia  sul  piano  xi/  è  : 

pCX'-.Tj+qCY^Uj+z^^. 
Poiché  si  ha,  a  meno  d'infinitesimi  d'ordine  superiore: 

p=Ax,    q=C(/, 

la  posizione  limite  di  questa  traccia  quando  il  punto 
C'^ì/r^)  s'avvicina  indefinitamente  all' origine  avrà  T  e- 
(juazione  : 

ossia,  trascurando  gì'  infinitesimi  d'ordine  superiore: 


che  può  scriversi  : 


Y       il A_ 

X      X  ^       C  • 
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(juosta  relazione  ci  dice,  che  una  retta  /  condotta  per  un 
jìunto  0  nel  suo  piano  tangente ,  e  la  posizione  limite  l 
della  intersezione  con  questo  del  piano  tangente  in  un  pun- 
to della  sezione  normale  tangente  in  O  ad  /,  sono  duo 
diametri  coniugati  dell'indicatrice.  Due  direzioni  che  stanno 
in  un  tale  rapporto,  e  le  corrispondenti  sezioni  normali, 
diconsi  coniugate. 

Siccome  la  somma  dei  quadrati  di  due  diametri  coniu- 
gati ad  una  conica  è  costante,  così  la  somnia  dei  ro{]fji 
di  curcatura  di  due  sezioni  normali  coniugate  è  costaììtt\ 

Se  r  indicatrice  è  un'iperbola,  le  due  sezioni  normali 
tangenti  ai  suoi  asintoti  hanno  curvatura  nulla  iit-l 
punto  0. 

Se  r  indicatrice  è  un  cerchio,  si  ha  yì=77,  e  quindi  Ir. 

curvatura  di  tutte  le  sezioni  è  eguale;  il  punto  della  su- 
perficie dicesi  un  punto  sferico  od  un  umbilico. 

Anche  nel  caso  in  cui  V  indicatrice  degenera  in  una 
coppia  di  rette  parallele ,  il  segmento  d'  una  retta  qua- 
lunque condotta  per  (J  intercetto  tra  0  ed  una  delle  ])u- 
rallele  (semidiametro  della  conica  degenere)  è  eguale  alla 
radice  quadrata  del  raggio  di  curvatura  corrispondente. 
.  321.  Come  si  era  annunziato,  gli  elementi  che  carati»^ 
rizzano  la  curvatura  d'una  superfìcie  in  un  suo  punii» 
possono  ridursi,  in  ultima  analisi,  a  due  soli ,  le  sue  cur- 
vature principali  jT*f,\  ossia  può  dirsi  che  la  curvatura 
ili  ^^  i 

della  superficie   è    una   funzione  —  nel  senso  più  estesi» 

1    1 
della  parola  —  delle  quantità  jy^jT-  H  problema   di  sct>- 

gliere  la  forma  di  tale  funzione  è  per  sua  natura  inde- 
terminato; e  d'  altra  parte    può   dirsi    che  non  fu  ancom 

trovata  una  funzione  di  ;  ,v,    la  quale  possa  considerarci 

come  l'espressione  analitica  completa  di  i^ueir insieme  ^^ì 
caratteri  intuitivi  che  costituiscono  il  concetto  di  curvri- 
tura.  Senza  estenderci  di  più  su  tale  argomento ,    acceu- 
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niamo  alle  diverse  funzioni  di  tj,^  adottate  per  rappre- 
sentare  la  curvatura  d'una  superfìcie.  Esse  sono  tre,  e  cioè: 
Curoatura  di  Gauss: 

li,  li, 
Curoatura  media  o  di  Sophie  Germain: 

Curvatura  di  Casorati: 

'-1  (7^7^)=2  (•"  +  ^^  +  ^'^)=2  (^'+'- '  )• 

322.  Alla  curvatura  di  Gauss  ,  che  è  indubbiamente  la 
più  importante  di  tutte,  può  giungersi  anche  per  una  via 
alquanto  diversa. 

Come  si  è  veduto ,  V  equazione  della  superfìcie  nelle 
vicinanze  dell' origine  è',  a  meno  d'infìnitesimi  d'ordine 
superiore  : 


Uax^+CìjA 


2 

<luando  si  i)rendano  per  assi  x  ed  y  le  tangenti  alle  sezioni 
principali.  Ne  segue  : 

e  quindi  l'area  d'  una  porzione  di  superficie  adiacente  ai- 
origine  è  lart.  303): 

>S=  r  fx/p'^  +  (j^+ldxdy=  C  C^]\fi'^~+C^j^~+\dxdu, 

o  ancora  più  semplicemente,  pel    principio  della  sostitu- 
zione degl'infinitesimi: 

S=  f  [dx  df/, 


'=// 
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formola  la  quale  esprime  che  1'  area  d'  una  porzione  di 
superficie  adiacente  ad  un  punto  ordinario  differisce  dal- 
l'area  della  sua  proiezione  sul  piano  tangente  in  quel 
punto  per  un  infinitesimo  d'  ordine  superiore. 

Imaginiamodi  condurre  da  un  punto  0  le  parallele  alle 
normali  alla  superficie  nei  vari  suoi  punti,  e  di  descrivere 
una  sfera  che  abbia  Q  per  c>entro  e  V  unità  per  raggio. 
Considerando  come  corrispondente  ad  un  punto  della  su- 
perficie r  intersezione  della  sfera  colla  parallela  condotta 
da  Q  alla  normale  alla  superficie  in  quel  punto,  ad  una 
certa  porzione  di  superficie  corrisponderà  in  modo  unico 
una  certa  porzione  di  sfora,  che  si  dirà  la  simimagine  sfe- 
rica. Riferita  la  sfera  a  tre  assi  condotti  per  Ci  parallela- 
mente agli  assi  ic,//,2,  le  coordinate  4^tj,?  d  un  punto  della 
sfera  saranno  i  valori  che  prendono  le  espressioni  : 

.tP ^ — ? L 

Vp^  +  q^+  1  '  Vj^+~q^~+J  '  Vp^  +  q^+l 
nel  punto  corrispondente,  quindi,  se  questo  punto  è  pros- 
simo air  origine  0,  si  avrà,  a  meno  d'infinitesimi  d'oixJine 
superiore  : 

Pertanto  l'area  delTimagine  sferica  della  porzione  di  su- 
perficie prima  considerata  è: 

^  1 1  \  ^^'^^^^"^^  I  A^^^/' 

dove  i  primi  due  integrali  vanno  estesi  a  tutta  la  proie- 
zione deirimagine  sferica  sul  piano  4iq,  e  Tultimo  a  tutta 
la  proiezione  della  parte  di  superficie  considerata  sul  pia- 
no xy.  Quindi  il  valore  di  quest'  ultimo  integrale  è  *S, 
e  si  ha: 
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Cioè:  La  curvatura  di  Gauss  in  un  punto  d' una  su- 
perficie è  il  limite  del  rapjìorto  dell'  area  dell'  imagine 
sferica  d' una  porzione  di  superficie  contenente  quel  pun- 
to all'  area  della  porzione  stessa,  quando  questa  decresca 
indefinitamente  sen^a  mai  cessare  di  contenere  il  punto 
considerato  (*). 

Per  questa  nuova  definizione,  la  curvatura  di  Gauss  ci 
appare  come  la  più  naturale  generalizzazione  della  cur- 
vatura delle  curve  piane. 

Se  si  ha  un  arco  s  di  curva  piana,  descritto  intorno  ad 
un  punto  qualunque  un  cerchio  di  raggio  1,  e  condotti  i 
suoi  raggi  paralleli  alle  normaU  agli  estremi  dell'arco  s, 
r  angolo  di  questi  due  raggi  6  eguale  air  angolo  di  con- 
tingenza dell'arco  considerato.  Detto  quindi  a  l'arco  di 
cerchio  intercetto  tra  i  due  raggi  anzidetti,   la  curvatura 

a 
in  un  estremo  dell'  arco  s  è  il  limite  del  rapporto  ~  quan- 

s 

do  l'altro  estremo  dell'arco  tende  a  coincidere  col  primo. 
Trasportando  queste  considerazioni  al  caso  d' una  su- 
perficie ,   si  giunge   appunto    alla   definizione   poc'  anzi 
enunciata. 


(*)  In  questo  arlicolo  abbiamo  fatto  uso  osclusivamente  del  metodo  inOnite- 
simaìe:  e  ciò,  anzitutto  per  la  maggior  sempllcilà  od  eleganza  che  r  applicazione 
di  esso  permetto  di  raggiungere,  in  secondo  luogo,  perchò  esso  viene  usato  ci.- 
stantemonte  In  quella  parte  superiore  delle  applicazioni  geometriche  del  Calcolo, 
che  corro  sotto  il  nome  di  Geometria  differenziale^  e  di  i;ui  abbiamo  voluto  darn 
qui  un  saggio.  Per  rendere  completamente  rigorosa  Li  trattazione,  basterebbe  mo- 
strare che  r  applicazione  del  principio  della  sostituzione  degi  infinitesimi,  ossia 
del  teorema  dell'art.  57,  ^r  integrali  consideroti  è  legittima,  cioò  che  le  parti 
trascurate  sono  uniformemente  intlniieslme  rispetto  a  quelle  rimaste  a  costituire 
1*  integrale.  E  questo  può  farsi  senza  alcuna  difficoltà. 
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PARTII  QUINTA 

E(irAZI()NI  DIFKEHKNZIALI 

Generalità. 

^KJ.  Dicesi  eqwxzione  differenziale  una  relazione  qual- 
siasi tra  certe  variabili  indipendenti,  certe  funzioni  (iie>- 
se,  e  le  derivate  d'  ordine  qualunque  di  queste  ultime  ri- 
spetto alle  prime. 

Ordine  d'  un'equazione  differenziale  è  il  massimo  onli- 
ne di  derivazione  che  tigura  in  essa. 

Integrare  un'equazione  differenziale  o  un  sistema 
d'equazioni  differenziali  significa  trovare  la  o  le  funzioni 
più  generali  che,  introdotte  in  esse  insieme  alle  propri 
derivate,  le  rendono  soddisfatte   identicamente. 

Le  equazioni  diflerenziali  si  distinguono  in  eqmzi''^' 
differenziali  ordinarie  ed  in  equazioni  a  derivate  parzi'^''. 
secondochè  le  funzioni  che  vi  figurano  dipendono  da  un: 
0  da  più  variabili  indipendenti. 

A.  Equazioni  differenziali  ordinarie 

Equazioni  dei  primo  ordine  in  generale.  Integrali  singolari. 

im.  La  forma  generale  d'  un'  equazione  diflferenzia! 
ordinaria  del  primo  ordine  è: 

dove  X  è  la  variabile  indipendente,  y  una  funzione  di  j. 
la  derivata  di  y  rispetto  ad  x. 
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Se  la  i^  è  razionale  intera  rispetto  ad  /,  dicesi  grado 
dell'equazione  il  grado  massimo  al  quale  y'  figura  in  essa. 

Può  dimostrarsi  il  seguente  teorema  (*): 

Se  la  (\)  è  atta  a  definire  y*  come  funzione  continua 
di  X,  y,  edstono  sempre  funzioni  y  di  x  che  soddisfanno 
alla  (1). 

Però  le  dimostrazioni  date  di  questo  teorema  non  so- 
no abbastanza  semplici  per  poter  trovar  posto  in  un  trat- 
tato elementare  di  Calcolo  ;  e  d' altra  parte  il  teorema 
stesso  non  ha  per  noi  un'  importanza  diretta,  perchè  per 
le  poche  famiglie  di  equazioni  che  avremo  a  considerare 
cercheremo  di  determinare  V  espressione  eflTettiva  dell'  in- 
tegrale, ciò  che  rende  superflua  una  dimostrazione  a  prio- 
ri dell'esistenza  di  esso. 

325.  Osserviamo  anzitutto,  che  l' intero  calcolo  inte- 
grale può  considerarsi  come  lo  studio  delle  equazioni  dif- 
ferenziali della  forma  particolare: 

ossia: 

y'-zr^;.  (1) 

Data  un'  equazione  di  questa  forma,  e  supposta  la  ftin- 
zione  f[x)  integrabile,  non  v'  ha  un'  unica  funzione  che 
soddisfa  alla  relazione  data,  ma  ne  esistono  infinite,  le 
quali  differiscono  tra  di  loro  per  una  costante  additiva; 
cioè  r  integrale  generale  dell'equazione  differenziale  (1)  è: 


/=//r. 


'x)dx+C,  (2) 


dove  C  denota  una  <x)stante  arbitraria. 

Trovemo  tosto  che  una  simile  arbitrarietà  si  riscontra 


C*)  Pomo,  Atti  MV  «ce.  di  Torino  T.  XXII,  1886,  e  T.  XXXIU,  «897,  Matta. 
Ann.  T.  XXXVU,  1890;  Mie,  Matta.  Ann.  T.  XLIII,  1898:  Anela,  Mem.  dell' Acc  di 
Bologna,  Serie  5.  T.  V,  1895,  T.  VI,  1886. 

ViTAimb  Caloola  hkfudlmimak  tt 
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neir  integrale  generale  di  qualunque  equazione  del  primo 
ordine. 

Perciò  vediamo  come  possa  avere  origine  una  tale 
equazione. 

Abbiasi  una  funzione  y  di  x  contenente  una  costante  C: 

i/=^(x,C).  (3) 

Derivando  rispetto  ad  x  si  ottiene: 

Se  il  secondo  membro  non  contiene  (7,  ne  risulta  che 
^Cx,C)  è  necessariamente  della  forma  ^(iv)+C,  sicché  le 
(3),  (4)  prendono  rispettivamente  la  forma: 

y'=(p'(x), 

e  però  siamo  nel  caso  particolare  dell'.equazione  (1). 

Se  invece,  come  avviene  in  generale,  il  secondo  mem- 
bro della  (4)  contiene  C\  eliminando  questa  fra  le  (3),  (4' 
si  otterrà  un'equazione  differenziale: 

F(x,y,y')=0,  (5) 

di  cui  la  (3)  dicesi  integrale  generale,  perchè  la  y  definita 
da  essa,  insieme  alla  sua  derivata,  soddisfanno  alla  (5ì 
qualunque  sia  il  valore  di  C.  La  6' poi  dicesi  costonte  ar- 
bitraria. 

Dunque:  Integrale  generale  d' un'  equazione  del  primo 
ordine  dicesi  un  integrale  di  essa  contenente  una  costante 
arbitraria. 

Dando  valori  speciali  alla  <7,  si  ottengono  altrettanti 
integrali  della  (5),  che  si  chiamano  integrali  particolari. 

Il  problema  di  determinare  quello  o  quegli  integrali 
particolari  che  per  un  dato   valore  x^  di  x  prendono    un 
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dato  valore  ^o  si  risolve  facendo  nella  (3)  op=x^,  ^=^0;  il 
valore  o  i  valori  di  C  che  soddisfanno  alla  relazione  : 

individuano  gr  integrali  richiesti. 

326.  Lo  studio  delle  equazioni  differenziali  ha  mostrato 
come,  in  certi  casi,  esistano  integrali  non  contenenti  al- 
cuna costante  arbitraria,  i  quali  non  si  possono  dedurre 
dall'integrale  generale  dando  un  valore  speciale  a  C, 
Tali  integrali  diconsi  singolari. 

Per  esempio  Y  equazione: 

'J—ay'-t/^  =0, 
il  cui  integrale  generale  è: 

è  soddisfatta  per: 

che  evidentemente  non  può  coincidere  coir  integrale  ge- 
nerale per  alcun  valore  speciale  di  C. 
Abbiasi  in  generale  l'equazione: 

i^r^,f/,J/>=0,  (1) 

che  supporremo  risoluta  rispetto  ad  y': 

e  sia: 

y=^(^,C)  (2) 

il  suo  integrale  generale.  Se: 

è  un  integrale  non  contenente  alcuna  costante  arbitraria. 
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ma  non  deducibile  dalF  integrale  generale  dando  un  va- 
lore particolare  a  (7,  ponendo: 

esisterà  —  salvo  casi  eccezionali  —  una  funzione  C  ài  w 
che  soddisfa  identicamente  a  questa  relazione.  Pertanto 
la  ricerca  degl*  integrali  singolari  della  (1)  equivale  alla 
determinazione  delle  funzioni  dì  x  che,  poste  in  luogo  di 
C  nella  ^(x,Cj,  fanno  di  essa  un  integrale  della  (1). 
Supponiamo  dunque  C  funzione  di  oc\  avremo  daila  (2 «: 

^      7>3o  ^"dC  dx  ' 

e  perchè  la  y  data  dalla  (2)  sia  ancora  un  integrale  della 
(1),  dovrà  essere  identicamente: 

Ma  poiché  la  (2)  per  ogni  valor  costante  di  (7  è  un  in- 
tegrale della  (1),  si  ha  identicamente  rispetto  ad  a;  e  a  C: 


0^' 

Ne  segue: 

0(7  rfa? 

dC 
Ora  non  può  essere  ;j-=0,  perchè  (7  si  è  supposta  flin- 

zione  di  a?,  quindi  dovrà  essere: 

Pertanto  le  funzioni  C  di  a?  cercate  sono  quelle  che, 
introdotte  nella  -^77,  la  rendono  identicamente  nulla;  donde 
la  regola: 
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Per  trovare  gV  integrali  singolari,  si  derivi  V  inte- 
grale generale  rispetto  alla  costante  arbitraria,  e  si  eli- 
mini questa  costante  tra  l'integrale  e  la  sua  derivata. 
Se  w(x,y)=0  è  il  risultato  delV eliminazione,  le  funzioni  y 
di  X  definite  da  questa  retatone  sono  integrali  singolari 
dell'equazione  considerata  (*). 

Fa  eccezione  il  caso  in  cui  la  C  dedotta  dalla  (3),  an- 
ziché una  funzione  di  x,  risulti  una  costante.  In  tal  caso 
r  integrale  corrispondente  non  è  singolare,  ma  particolare. 

Applichiamo  la  regola  all'esempio  citato  in  principio 
di  questo  articolo.  Avremo: 

ed  eliminando  C: 

x^ 

che  è  appunto  V  integrale  singolare. 

327.  Si  può  anche  dedurre  l'integrale  singolare  diret- 
tamente dair  equazione  differenziale. 

Se  la  (2)  deir  art.  precedente  è  V  integrale  generale 
della  (1),  dev'  essere  identicamente: 


quindi,  derivando  rispetto  a  U: 


0*     OC 


0*    OC  \  Oa?   ™ 


V 


O  Ne  segue  che,  dato  r  integrale  generale  y=s<l>/'^,C)  e  dato   un  Intograle 
yss^cB),  per  riconoscere  se  questo  ò  particolare  o  singolare,  si  deve  porre: 

<l>f«,C)=4(»); 
secondocbò  la  C  deflnila  da  questa  relaxtona  ò  costante  o   funstone  di  #,  IMnte^ 
graie  ò  particolare  o  singolare. 
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Se  per  C  si  pone  una  funzione   di..r  tale   da   rendere 
^(x,C)  un  integrale  singolare,  dev'essere  (art.  326^: 

ora  tale  condizione  è  verificata  certamente  (escluso  il  caso 
del  tipo  (1)  deir  art.  325).  se  si  ha: 


=0. 


Se  dunque,  risolvendo  il  sistema  d'equazioni: 

rispetto  ad  y  e  a  ^,  si  trova: 

e  se: 

allora  v{x)  è  un  integrale  singolare  dell'equazione: 

Più  semplicemente  può  dirsi,  che:  La  funzione  y=|i(x) 
ottenuta  eliminando  y'  tra  le  equazioni: 

F(x,y,y')=0,  M|^==o, 

se  è  un   integrale   dell'  equa:rione  F=0,  è   un  integrale 
singolare. 

Riprendendo   l'esempio  dell'art,  precedente,  dobbiamo 
eliminare  y*  tra  le: 

ne  ncaviamo,  come  prima,  ^=—  -j . 
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Interpretazione  geometrica. 

328.  Si  è  veduto  a  suo  tempo  che,  se  y^f(x)  è  1*  equa- 
zione d*  una  curva,  y  è  il  coefficiente  angolare  della  tan- 
gente nel  punto  {x,y)  di  essa.  Ne  segue  che  un'equazione 
differenziale  del  primo  ordine: 

F(^^W=0  (1) 

rappresenta  una  relazione  tra  le  coordinate  d' un  punto 
d' una  curva  e  il  coefficiente  angolare  della  tangente  in 
esso,  ossia  una  proprietà  di  una  curva  relativa  alle  sue 
tangenti.  Integrare  V  equazione  significa  determinare  l'e- 
quazione delle  curve  aventi  quella  proprietà;  e  diciamo 
delle  curve,  perchè  un'  equazione  della  forma  considerata  • 
ammette,  come  s'è  stabilito,  non  uno  ma  infiniti  integrali. 
L' integrale  generale: 

della  (1)  rappresenta  una  famiglia  di  curve,  ciascuna  del- 
le quali  ha  la  proprielà  voluta;  e  il  problema  della  de- 
terminazione degr  integrali  particolari  che  per  (X!^=xv^  pren- 
dono il  valore  //={/«  equivale  al  problema  della  determi- 
nazione di  quelle  curve  della  famiglia  che  passano  per  un 
dato  punto  (oo^^yj- 

329.  Qual  è  il  significato  geometrico  delle  soluzioni 
singolari  ? 

Per  ottenere  la  soluzione  singolare,  si  elimina  C  fra  le: 


OC     ' 

o,  ciò  che  è  lo  stesso ,  si  cerca  il  discriminante  <>>(x,y) 
dell'  equazione: 


Digitized  by  Cj0091C 


—  440  — 

rispetto  alla  variabile  C.  Tale  discriminante  si  annulla  in 
tutti  e  soli  i  punti  (x,y)  pei  quali  passano  due  o  più 
rami  di  curve  della  famiglia  a  cui  corrisponde  un  va- 
lore stesso  di  C  o  a  cui  corrispondono  valori  di  (' 
infinitamente  poco  diversi  tra  loro.  Óra  alla  prima  condi- 
zione soddisfanno  i  punti  multipli  delle  curve  della  famì- 
glia, alla  seconda  i  punti  delle  curve  della  famiglia  co- 
muni air  inviluppo  della  famiglia  stessa;  sicché  ^Jc^y)  si 
scinde  in  generale  in  due  fattori  ^x,y),  ^(x\y)  tali,  che 
9=0  è  il  luogo  dei  punti  multipli  delle  curve  della  lami- 
glia,  e  4/==0  è  r  inviluppo. 

Siccome  T  inviluppo  (art.  266)  è  tangente  in  ogni  suo 
punto  ad  una  curva  della  famiglia,  i  valori  di  a?,i/,y'  corri- 
spondenti a  qualunque  punto  dell'  inviluppo  soddisfanno 
air  equazione  differenziale;  quindi  V inviluppo  è  V  iniagine 
geometrica  deW  integrale  singolare  (*). 

Al  contrario  il  luogo  dei  punti  multipli  in  generale 
non  è  tangente  nei  vari  suoi  punti  alle  curve  della  fa- 
miglia passanti  per  essi,  quindi  non  è  generalmente  un 
integrale.  . 

Per  dedurre  V  integrale  singolare  dall'  equazione  dif- 
ferenziale, si  è  eliminato  y'  tra  le: 

^(^^y^y  j=o,  — ^-i — 7==^ 

cioè  si  è  determinato  il  discriminante  OCx,yj  dell' equazione: 

rispetto  alla  variabile  y\  Questo  discriminante  si  annulla 
in  tutti  e  soli  i  punti  (x,y)  per  cui  passano  due  rami  di 
curve  della  famiglia  tra  loro  tangenti,  il  che  avviene: 

a)  Nei  punti  dell*  inviluppo; 

b)  Nelle  cuspidi  delle  singole  curve; 


n  Nel  caso  eccezionale  già  accennato  (art.  316),  In  cui  la  C  coirispondente 
all'integrale  singolare,  anzichò  funzione  di  «,  risulta  costante,  ciò  ttgaiflca  ct&e 
r  Inviluppo  delle  curve  della  famiglia  e  una  curv^  della  famiglia  steaaa. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  441  - 

e)  Nei  punti  in  cui  due  curve,  alle  quali  corrispondono 
valori  non  infinitamente  vicini  di  (7,  si  toccano  fra  loro. 

Quindi  (K^,y)  si  scinde  in  generale  in  tre  fattori,  di  cui 
il  primo  è  ^(^,yX  (o,  più  generalmente,  una  funzione  di  tp 
che  si  annulla  per  4/=i)),  e  gli  altri  due,  eguagliati  a  zero, 
jTappresentano  rispettivamente  i  luoghi  b)  e  e).  Questi  ultimi 
generalmente  non  sono  integrali  dell'equazione  differen- 
ziale considerata. 


Equazioni  del  i.°  ordine  e  del  1/  grado. 

330.  Un*  equazione  del   1."  ordine  e  del  !.•  grado   può 
scriversi  sotto  la  forma: 

ydar-Xdj/M),  (1) 

dove  X,Y  sono  funzioni  qualunque  di  4?,y. 
Sia: 

y-^fx>C)  (2) 

r  integrale  dell'equazione   considerata,  e   supponiamo  di 
risolvere  la  (2)  rispetto  a  C: 

f^w,yk=C.  (3) 

Diremo  la  (3)  V  equazione  integrale],  e   spesso   anche 
semplicemente  l' integrale,  della  (1).  Si  ha  da  essa: 

^-da^+'^dy=0,  (4) 


0^;  Oy 

il  cui  primo  membro,  o  sarà  identico   al  primo  membro 
della  (1),  0  differirà  da  esso  soltanto  per  un  fattore. 

331.  Equazioni  differenziali  esalte,  —  Supponiamo  che 
i  primi  membri  delle  (1),  (4)  sieno  tra  loro  identici,  cioè 
che  sia: 


^^;       '  "Oy 
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Derivando  la  prima  di  queste  relazioni  rispetto  ad  y, 
la  seconda  rispetto  ad  x,  e  supponendo  verificate  le  con- 
dizioni per  r  invertibilità  dell'ordine  delle  derivazioni,  si 
ha  di  qui: 

-g^+  ^^.  (2) 

Si  dice  in  tal  caso  che  Ydor—Xdy  è  un  differenziale  esatto. 

Reciprocamente,  se  è  verificata  la  condizione  (2) ,  può 
determinarsi  una  funzione  <^(oo,y)  il  cui  differenziale  totale 
sia  il  primo  membro  deir  equazione  proposta. 

Si  calcoli  r  integrale  : 


/' 


Ydx^\(x,y),  (3) 

dove  y  deve  considerarsi  come  un  parametro,  e  si  ponga: 

9(x,y)^x,y)+^y),  (4) 

in  cui  ^(y)  è  una  funzione  da  determinarsi.  AflBinchè  9  sia 
la  funzione  cercata,  devono  sussistere  le  (1),  cioè  deve 
essere  : 

^=y.  -^+4'r«/>=-x  (5) 

La  prima  di  queste  equazioni  è  una  conseguenza  della  (3). 
La  seconda  può  scriversi: 

La  derivata  del  primo  membro  rispetto  ad  a?  è: 

ossia,  supposta  lecita  Y  inversione  delle  derivazioni  e  te- 
nuto conto  della  prima  delle  (5): 

7)y        7>x 
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che  è  =  0  per  la  (2),  sicché  il  primo  membro  della  (6)  è 
indipendente  da  a?.  Dopo  ciò  si  ha: 

e  la  (p(x,y)  è  pienamente  determinata.  Quindi,  se  il  primo 
membro  dell*  equazione  è  un  differenziale  esatto,  ossia  se 
r  equazione  è  differenziale  esatta,  il  suo  integrale  si  ot- 
tiene con  due  integrazioni,  o,  come  si  suol  dire,  con  due 
quadrature. 

Esempio.  ydjH^iv+y)di/=4). 

Si  ha: 

quindi: 

sicché  r  equazione  è  differenziale  esatta.  Dopo  ciò  si  ha: 
H^,y)=  Cyd(B=xy, 

sicché  r  integrale  dell'  equazione  è: 

332.  Fattore  integrante,  —  In  generale  il  1."  membro 
della  (4)  dell'  art.  330  non  è  eguale  a  quello  della  (1),  ma 
è  il  prodotto  di  esso  per  un  fattore  ji.  Si  ha  cioè: 
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La  funzione  i»  dicesi  fattore  integrante,  perchè  il  pri- 
mo membro  dell'  equazione,  moltiplicato  per  esso,  diviene 
un  differenziale  esatto. 

È  chiaro  che  T  integrale  d'  un'equazione: 

Ydx^Xdy^=dò  (2) 

può  porsi  sotto  infinite  forme  diverse;  infatti  se: 

(p{x,u)=C  (3) 

è  l'integrale  di  essa,  come  tali  possono  considerarsi  tutte 
le  relazioni: 

n9{^%y))=c,  (4) 

dove  "¥  è  una  funzione  qualunque.  Ad  ogni  diversa  forma 
d' integrale  corrisponde  un  fattore-  integrante  diverso. 

Qui  convieoe  risolvere  un'  importante  questione.  Le  (4 
sono  altrettanti  integrali  della  (2);  esistono  oltre  ad  essi 
altri  integrali  ? 

Sia: 

un  integrale  della  (2)  diverso  dal   (3),  e  fi,  il  corrispon- 
dente fattore  integrante.  Sarà: 


e  quindi: 


da  cui: 


d(x,y) 

relazione  che  mostra  (art.  206)  che  tra  le  9,91  esiste  una 
relazione,  cioè  che: 

9,(^,jE/)=0(9(a7,.v)). 
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Sicché  qualunque  integrale  della  (2)  è  della  forma  (4), 
cioè  nel  caso  considerato  /'  integrale  in  sosùanta  è  unico. 
Dopo  ciò  8i  ha: 

quindi: 

Ma  Q'(9(^»2/))  eguagliata  a  zero  ci  dà  pure  un  integrale; 
sicché  può  concludersi:  Il  rapporto  di  due  fattori  inte^ 
granti  è  un  integrale. 

Reciprocapente,  il  prodotto  d' un  integrale  per  un 
fattore  integrante  è  un  fattore  integrante. 

Sia  G  (9(fl?,,v))  un  integrale,  e  poniamo: 


f< 


Sarà,  per  le  (1): 

donde  si  vede  che  il  prodotto  del  P  membro  della  (2)  per 
V'O  è  un  differenziale  esatto,  ciò  che  prova  V  asserto. 

Ogni  fattore  integrante  soddisfa  alla  seguente  equazione 
del  !•  ordine  a  derivate  parziali  : 


Oa?       "dy 


ossia: 


0»        "dy     \0^     'Oy/ 
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La  ricerca  d'un  fattore  integrante  —  la  cui  conoscenza 
è  sufficiente  per  ridurre  Tintegrazione  alle  quadrature  — 
6  in  generale  un  problema  assai  difficile;  e  però  conviene 
ricorrere  in  pratica  ad  altri  metodi  di  più  facile  applica- 
zione. L' esposizione  dei  principali  tra  questi  metodi,  e  lo 
studio  dei  tipi  d' equazioni  ai  quali  essi  possono  applicarsi, 
formerà  l'oggetto  degli  articoli  che  seguono. 

333.  Equazioni  a  variabili  separate  o  facilmente  sepa- 
rabili, —  Si  dice  che  un'  equazione  del  tipo  che  qui  si 
considera  è  a  variabili  separate,  se  7  è  funzione  della  sola 
00  e  X  della  sola  y.  L'integrazione  in  questo  caso  si  riduce 
immediatamente  a  due  quadrature,  giacché  si  ha: 

jYdx^(xdy=C, 

Se: 

r  equazione  si  trasforma  in  una  a  variabili  separate  divi- 
dendola per  9x(x)r;/y),  si  ottiene  infatti  : 

Esempi.  —  1.  Trovare  la  curva  la  cui  sunnorìnale  è 
costante,  —  Indicando  con  a  il  valore  costante  della  sun- 
normale,  si  ha: 

dy 

ossia  : 

arfo?  — yrft/  =  0, 

da  cui  integrando  : 
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ossia,  scrivendo  aC  invece  di  C: 

che  è  r  equazione  generale  d'  una  parabola  avente  per 
asse  r  asse  x,  e  il  cui  parametro  è  2a  (cfr.  art.  238). 

2.  Trovare  la  curva  la  ctii  sottangente  è  costante.  — 
Indicando  con  a  questa  lunghezza  costante,  si  ha: 

dy 


dx 
ossia: 


da  cui  integrando: 


-  dx—'-dv==0, 
a  y 


^  ^lgy=a 
a       ^' 


Se  si  pone  qui  —Ig  C  in  luogo  di  C,  e  si  fa  ^    =*,  si  ha  : 
Per  0=1  si  ha  la  curva  logaritmica  (cfr.  art.  238). 

3.    rf^-  +-Jy-^, 

L*  integrale  è  : 

are  sen  x  +  are  sen  y=^C, 
clje  può  anche  scriversi  : 

are  sen  ax  +  are  sen  y  =  are  sen  C.  (1) 

Poniamo  : 

are  sen  x  =  u,    are  sen  u  =  v,    are  sen  C  =  A  ; 
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avremo  : 

x=senu,    y^=s$env,    C'SisenA, 


I^  (1)  diviene  : 

da  cui  : 

sen  UCOSV  +  sen  v  cos  w^sen  A, 
ossia  : 


xx/l-ì/^  +y^/l-a?«  =  C,  (2) 

che  è  un*  altra  forma  dell*  integrale. 

A  questa  forma  si  arriva  direttamente  come  segue. 
Si  scriva  Y  equazione  così  : 


Integrando  per  parti  ciascuno  dei  due  termini,  si  ha: 


ossia: 


XV  l—y^  +yV  l—afi  +  fxyl    ^^H — ^LrzrW. 

La  quantità  sotto  il  segno  d*  integrazione  è  nulla,  e  però 
r  integrale  è  costante,  sicché  si  ottiene  la  relazione  (2). 
4."  Equazione  di  Eulero: 

^'  \-=Jl==^.    (1) 


Facendo: 


f 


V/(l_ar«)n-AJa;«) 

0 


=jP(aj)=w, 
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dove  (art.  170): 

x=snu, 
inoltre: 


si  può  scrivere  l' integrale  sotto  la  forma: 

ossia,  posto  F{G)=A: 

u-H}=A. 

L'equazione  data  può  scriversi: 


V/(l-.v«)(l-A«ì/M  da;+  Wl-^)(l-fe«x«)dy^^  (2) 
e  si  ha,  integrando  per  parti: 


fV(l-y*)(l-k*!/»)  das=co  V/(l-y«)(l-fc8y«) 
J  \-h*x*y^  1— A«a>«3!/« 

J      \         1-A«  ar«y«        / 


Ora: 


^V/(l-i/8)(l-fe«y«) 


a-/^  «•»»)•['  V(i-t/»){i-A«i/«) 

l_yj)(l_A?f,.;"| 

1  r      Pyrfy 


+  2fe>  xy{oady+ifdoB)  v{  1- 
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dove: 
quindi: 


•''')d^V^(l-^')(l-^»^) 


/•v/(l-va)(l-fe8f 
J  1— A»  ««  {/« 

f'^y dy 


1— A»  a?»  j/» 


Osservando  che  P  è  simmetrica  rispetto  ad.  a  e  ad  y, 
si  ha: 


dx 
\/(l-ar«)(l-A«aj«) 


/Pa»y  da? 

(  1-fe*  a;*'^^*    ~\/(l-ar«)(l-^ 


e  quindi  per  la  (2): 


cost  =x  v/(  1-?;^  )  (  l-ft«  i/^  )     y(ì-^^)il-k*u.*) 

1  -  A2  »2  y2  Ti'  l_ft8  a;S  |,S 

/'        Picy         r         da? 

dy  1 


+ 
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ossia,  tenuto  conto  della  (1): 

Questa  equazione  può  scriversi: 

S71U cnv dn c+snvcmidnu  

Facendo  ^=0,  si  ha  ar^cosL,  sicché  la  costante  è  il 
valore  che  prende  a;  quando  t/=0,  ossia  è  C'/che  è  =snA 
=s7i  (M-f-r).  Si  ha  quindi  la  forinola  d' addizione  delle 
funzioni  ellittiche: 

snucnvdno+snvcnudnu  ,    , 

^ i^ ò 9 =^   U+V), 

334.  Eqiui^ioni  lineari.  —  L'equazione: 

dicesi  lineare,  quando  essii  ò  di  primo  grado  rispetto  ad  y 
e  ad  //,  qualunque  sia  d'  altronde  il  modo  in  cui  a?  entra 
in  essa,  quando  cioè  ha  la  forma: 

dove  L,M,X  sono  funzioni  qualunque  di  a?.  L'  equazione 
può  scriversi: 

{M{/+N)dx+Ldy=0, 

od  anche,  come  si  usa  più  comunemente: 

dove  P=:  j-  ,  Q=—  j-. 
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Moltiplichiamo  Tequazione  per  ^•'^^etor,  essa  potrà  scri- 


versi: 


da  cui: 


e  infine  : 


d^e^"^  lyU 


rPdm 


y=e    ^^      C+J  e^^  Qdx  j- 

Esempio,  y'+ycos  x^=isen  xcos  x. 
Si  ha: 

P=cos  X,  Q=*.  senxcos  a?, 
quindi: 

e  =e         , 

j  e*^        Qdor^^  I  e^^  sen cp co$ w dx. 
Posto  sen  x^=^u,  si  ha  {art.  178): 

j  g**"  ''  senx  cos  x  d'V=  j  e^vduo4^iir^\  )e^, 
quindi: 

je'^^  Qdx=(senx^  !>••"  *, 
e  infine,  con  qualche  riduzione: 

335.  Equazione  di  BernouUi,  —  Si  denota  con  tal  nome 
r  equazione: 
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dove  m  è  una  costante  qualunque,  e  P,Q  sono  flinzk^i  di 
07.  Essa  si  riduce  immediatamente  ad  un'  equazione  linea- 
re ponendo: 

1 


p^'- 

Si  h 

a  infatti: 

(/'-       ^       z' 

m 

I-m 

A 

1 — m 

quindi 

r  equazione 

diviene: 

1 

m 

1 

— m 

=qA, 

ossia: 

336,  Equazioni  onìogenee,  —  Un'  equazione: 

si  dice  omogenea,  se  le  Jr,r  sono  ftinzioni  omogenee  del- 
lo stesso  grado  di  x,y.  Denotando  con  m  il  loro  grado  co- 
mune, e  posto: 

si  avrà  (art.  193): 

inoltre; 

dy=a)dt+tdXy 

sicché  l'equazione  diverrà: 

oo^^t)dX''X^t){xdt'{'tdx)==iò, 

ossia: 

m)-t9{t)\dx^ccf^t)di=r0, 
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0  infine: 

(love  le  varial)ili  sono  separate  (art.  333).  Integrando  si  ha: 

Zflra?—  r,,^,  \  ,..  dt=  cosi., 
^       J  +(0-^9(0 

ossia,  indicando  con  0(/)  V  integrale  che  figura  nel  primo 
membro: 

ìg  a?—  fì|  ^  1=  cosi., 
che  può  scriversi  anche: 

Quest'  equazione  rappresenta  una  famiglia  di  cune 
omotetiche  rispetto  ali-  origine;  infatti  se  nell'  equazione 
di  una  di  esse  si  pone: 

si  ottiene: 


'(^) 


CI  ~ 

x.e 
*  a 


che  è  una  curva  della  famiglia  medesima. 

Esempio.  —  Trovare  le  curve  tali,  che  il  raggio  vettore 
condotto  dall'  origine  sia  eguale  alla  differenza  tra  la  scff- 
tangente  e  l'ascissa, 

Dev'  essere: 

ossia: 
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Qui: 


<f{t)=\+V\+fi  .Wì^t, 


\+V  \+t^        ^,_      /•  1+V/ 1+^8 
Posto 
si  ha: 


1+^2  =jr8, 


^— —  — ■  Xfì  2 

^=V/22  -  1,   dt=  — .J^  , 

Vz^  —  1 
quindi: 

L'integrale  è  dunque: 

ossia: 

0  infine,  con  qualche  riduzione: 

che  rappresenta  una  famiglia  di  parabole^  il   cui  asse   è 
r  asse  delle  x,  e  il  cui  fuoco  è  V  origine. 

337.  Equazioni  che  possono  ridursi  ad  equasioni  omch 
genee.  —  Abbiasi  T  equazione: 


'\ax+by+cj 
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dove  ^è  una  funzione  qualunque,  e  a,b,CyaJt/,c*  sono  co- 
stanti tali,  che  àff^a!h^O. 

Poniamo: 

donde: 

ada^-òdy^^dx^ ,  a'dX'+ì/dyzsdyi, 
e  quindi: 

V  equazione  proposta  diviene ,  sopprimendo   il    fat- 
che  è  un'  equazione  omogenea  di  grado  zero. 


Equazioni  del  V  ordine  e  di  forma  qualunque. 

338.  Eqicazioni  algebriche  rispetto  ad  y.  ^  Sia  l'equa- 
zione: 

F(x,y,y')=0  (1) 

algebrico-razionale  intera  di  grado  n  rispetto  ad  f/',  ed 
indichiamo  le  sue  radici,  rispetto  ad  y'  come  variabile, 
con  ^i(x,y),  4;/a?,y;,...,  ^n  (x,y),  sicché: 

isaf\ 
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Le  equazioni  di  primo  ordine  e  di  primo  grado: 

l/'-^i  (x.y>-0     (U=\^,....,n)  (2) 

abbiano  rispettivamente  gì'  integrali  generali: 

9i(<X!.y)=C    (i^l,2 ,nj;  (3) 

dimostreremo  che  V  integrale  generale  della  (1)  è  la  fun- 
zione i^  di  a?  definita  dall'  equazione: 

n^(9i  (c^,y)-C)=0.  (4) 

Anzitutto  è  chiaro  che  ogni  funzione  y  di  x  e  di  una 
costante  C,  la  quale  soddisfa  alla  (4),  soddisfa  ad  una 
delle  (3),  quindi,  per  qualunque  valore  di  C,  annulla  uno 
dei  fattori  del  primo  membro  della  (1).  Reciprocamen- 
te ogni  funzione  che  rende  soddisfatta  la  (1)  deve  sod- 
disfare ad  una  delle  (2),  quindi  ad  una  delle  (3),  e  infine 
alla  (4).  —  Del  resto,  se  si  denota  la  (4)  con: 

ar^,y,6y=0,  (5) 

e  si  elimina  C  tra  questa  e  la  sua  derivata: 

^  +  ^/=0,  (6) 


Dot       02/ 

r  equazione  risultante  è  notoriamente  di  grado  n  rispetto 
ai  coefficienti  della  (6),  e  quindi  rispetto  ad  ^,  sicché  non 
può  differire  essenzialmente  dalla  (1). 

Esempio.  —  Trovare  le  curve,  in  cui  il  rapporto  della 
sotiangenie  alla  sunnormàle  è  propor^sionale  alV  ascissa. 

V  equazione  differenziale  è,  indicando  con  a  una  quan- 
tità costante: 

-^:  yi/^zxia, 
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ossìa: 


Lo  e<iiiazioni: 


sono  a  variabili  separate,  e  i  loro  integrali  sono: 

y^2^/(julC^:^C\ 
quindi  V  integrale  dell' equazione  proposta  è: 

ossia: 

Esso  rappresenta  una  famiglia  di  parabole  tutte  egua!;. 
aventi  gli  assi  paralleli  air  asse  x  e  i  vertici  lungo  Tassi.^  y 
Derivando  rispetto  s,  C,  si  ha: 

od  eliminando  C  segue  ;c=0,  che  è  T  integrale  siugolaD; 
Esso  rappresenta  Tasse  y,  che  è  appunto  Tinviluppo  deli  t 
iamiglia  di  curve. 

\W,  Equa^ioìii  in  cui  manca  la  variabile  indipenxLca- 
ie  X.  —  La  loro  forma  generale  è  : 

F(y,y'Mì, 
Supponiamo  di  poter  risolvere  Tequazione  rispetto  ad  ;*. 
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derivando  rispetto  ad  a?  si  ha: 


ossia  : 


?/=m';  %, 


y 


che  può  considerarsi  come  un'equazione  a  variabili  sepa- 
rate (art.  333)  nelle  x,y\  Integrando  si  ottiene  : 


^jmu^=u. 


che  può  scriversi  più  semplicemente  : 

X'-^(y'J=:C,  (2) 

ponendo  : 

jJf.  .d^=4r,v. 

Infine,  se  tra  le  (1),  (2)  si  eliniina  y\  si  ottiene  l'integra- 
le cercato. 

Esempio,  —  Trovare  le  curve,  la  cui  normale  geome- 
trica è  costante. 

Si  ha,  indicando  con  a  una  costante  : 

ossia: 

a 


sicché  nel  caso  attuale  si  ha: 


'<  -y^-v^^'  m>=-^^*.;=-«./^. 
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Per  calcolare  quest'ultimo  integrale,  si  ponga  j^'=4ang  i; 

sarà  : 


cos*  t  '        "  cos^  t 


^ — =-=  fcost  dt  —  sen  t  = 

\    J  V  1+1 


Eliminando  y'  tra  le  : 

V  1+2/^  V   l+i^*» 

si  ricava,  con  qualche  semplice  trasformazione: 

(x-'CJ^  +  y^  ^  a^  , 

che  è  r  equazione  d'  una  famiglia  di  cerchi  di  raggio  co- 
stante col  centro  suir  asse  a;.  V  integrale  singolare  si  ot- 
tiene derivando  rispetto  a  C  : 

ed  eliminando  C\  esso  è  dunque  y«  =  a' . 

Questa  equazione  rappresenta  due  rette  parallele  allo 
asse  X  e  poste  alla  distanza  ^h'^  da  esso;  tali  rette  costi- 
tuiscono appunto  r  inviluppo  della  famiglia  di  carchi. 

L' integrale  singolare  può  trovarsi  anche  partendo  dal- 
l' equazione  differenziale. 

Derivando  questa  rispetto  ad  y,  si  ottiene  : 

ossia  y'=^0,  che  sostituito  neir  equazione  stessa  ci  dà 
t/^/lzzza,  ossia  y~'±ia. 
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340.  Equazioni  in  cui  manca  la  variabile  dipendente  y, 
cioè  della  forma  : 

Supposto  di  poter  risolvere  l'equazione  rispetto  ad  *»: 

x^f(y%  (1) 

si  ottieoe  derivando  : 

ossia: 

che  è  a  variabili  separate.  Integrando  si  ha  : 

y-fuTCyjdy'^c, 

o  più  semplicemente: 

.v-+ry>-^,  (2) 

posto: 


fi/rft/w^fy). 


Finalmente  si  ha  V  integrale,  eliminando  {/  fra  le  (1),  (2). 

Esempio.  —  Trovare  le  curve,  in  cui  il  rapporto  della 
normale  geometrica  alla  sunnoi^male  è  proporzionale  al- 
V  ascissa. 

L'equazione  differenziale  è,  a  denotando  una  costante: 

ossia  : 


osr^-a -, — 
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Si  ha  quioiil: 


¥<J 


■^h 


Per  eseguire   V  integrazione,   poniamo  ancora  y'^=tang  t 
avremo  (art.  179): 

quindi  : 

y+algtang  —'=^C, 


da  cui ,   facendo  momentaneamente  ^=^ 


a 


t  2e 

tang  -^=s,  tangt— — - — : 
tó  1  —  e' 


Ne  segue: 

sicché  r  integrale  è  : 


"  ]— e* 


l-e«    ■     a{  ,  l\ 


ossia  : 


^|(«-H-"-). 
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Qiiest' equazione  rappresenta  una  famiglia  di  catenarie 
(art.  273)  tutte  eguali  e  cogli  assi  paralleli  all'  asse  a?. 
Derivando  rispetto  a  (7,  si  ottiene: 


y—C  y— C 


da  cui  : 


^1  (_.•+.-•■) 


e  ""  =1,  y=(7, 


sicché  la  (3)  diviene  x=a. 

Si  ha  così  r  integrale  singolare,  che  rappresenta  una 
retta  parallela  all'asse  y,  la  quale  effettivamente  è  tangente 
a  tutte  le  curve  della  famiglia,  cioè  è  il  loro  inviluppo. 

L' integrale  singolare  si  può  anche  ottenere  dall'equa- 
zione differenziale.  Questa,  sotto  forma  intera,  è  : 

xij-av  i4v'^=0.  (4) 

Derivando  rispetto  ad  y*  si  ha  : 

x—a  — — -  =0, 

da  cui  : 

1/  a 


V     1+^*2 


ar» 


sostituendo  nella  (4),  si  ha  a?*  —a*  -0,  ossia:  ar^-^a. 
Una  di  queste  due  soluzioni  è  V  integralo  singolare. 
341.  Equazioni  in  cui  mancano  ambedue  le  cariabili, 

cioè  della  forma: 

F(y')=0.  (1) 

Se  a  è  una  quantità  (costante)  che  rende  soddisfatta 
r  equazione  F(a)==0,  l'equazione  proposta  sarà  soddisfatta 
per  y'=a,  e  quindi: 

yssouv+C 
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sarà  un  integrale  di  essa.  Ne  segue  che  il  suo    integrale 
generale  sarà  definito  dalla: 


t^-) 


=0.  (2) 


È  facile  verilìcare  ciò  direttamente.  Derivando  si  ha 
intatti: 

equazione  che  si  scinde  in  due,  cioè: 

^-^->(^)=»-       <^' 

L' eliminazione  di  C  fra  la  (2)  e  la  seconda  delle  (3) 
non  può  condurre  airequazione  differenziale,  giacché  qje- 
st'  ultima  non  contiene  y\  Dovrà  quindi  eliminarsi  C  fra 
la  (2)  e  la  prima  delle  (3),  il  che  conduce  immediatain^ite 
air  equazione  (1). 

La  (2)  rappresenta  un  numero  finito  od  infinito  di  fa- 
miglie di  rette  parallele,  i  cui  coefficienti  angolari  sono 
appunto  le  radici  della  (1).  Per  ogni  punto  dell'asse  y 
passa  una  retta  di  ciascuna  famiglia;  T  insieme  delle  rette 
passanti  per  uno  stesso  punto  dell'  asse  y  può  conside- 
rarsi come  una  linea  di  cui  quel  punto  è  un  punto  mul- 
tiplo. L'  asse  y  è  quindi  un  luogo  di  punti  multipli  delle 
linee  della  famiglia. 

342.  Equazioni  di  primo  grado  rispetto  ad  x  e  ad  y, 
cioè  della  forma: 

dove  rj,M,N  sono  funzioni  qualunque  di  t/.  Posto: 
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r  equazione  può  scriversi: 

y^^^Cl/J+^Cf/X  (1) 

Derivando  si  ha: 

y'=9(y')+[^'(u'H^(ì/)]  %  (2) 

equazione  la   quale  —  considerando  ,r  come    funzione  di 
(/  —  può  porsi  sotto  la  forma: 

dì/       U'—9(lO  i/'-9(/)  ' 

Questa  equazione  è  lineare  (art.  3.U)\   trovato  il   suo  in- 
tegrale: 

x=r^(u\Ch  (3) 

non  resterà  che  da  eliminare  if  fra  le  (1),  Co)  per  avere 
r  integrale  della  (1). 

Il  processo  esposto  non  è  applicabile  quando  (p(y')=y', 
cioè  quando  V  equazione  ha  la  forma: 

y=Xi/+^!/);  (4) 

(luesta  dicesi  equazione  di  Clairaut,  e,  per  analogia,    la 
(1)  ha  il  nome  di  equazione   di    Clairaut  generalizzata. 
Nel  caso  che  ora  consideriamo  la  (2)  diviene: 

e  quindi  si  scinde  nelle  due: 

^+4'ri^'>=0,  (5) 

La  (5),  combinata  colla  (4),  non  può  dar  luogo  all'  in- 
tegrale generale/giacchè  in  essa  non  compare  alcuna  co- 
stante arbitraria. 

ViTAiiT^  Csfcol»  h^^wiktSmaU  SO 
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Al  contrario  la  (6)  integrata  ci  dà  y'=C,  sicché  la  4) 
diviene: 

y=Cx+^C),  (7) 

che  è  appunto  V  integralo  generale.  Dunque:  L'  integrale 
generale  dell  equazione  di  Clairaut  si  ottiene  semplice- 
mente ponendo  in  essa,  in  luogo  della  y\  una  costante 
arbitraria-,  esso  rappresenta  una  famiglia  di  rette. 

Eliminando  j/  tra  le  (4),  (5),  si  ottiene  un  integrale, 
che  evidentemente  non  è  particolare,  e  che  quindi  sarà 
l'integrale  singolare.  Ciò  si  verifica  facilmente.  Se  si 
deriva  infatti  la  (7)  rispetto  a  C: 

0=ixJ^^W).  (8) 

dall'  eliminazione  di  C  tra  le  (7J,  (8)  risulta  Y  intégrale 
singolare;  ma  queste  equazioni  coincidono  rispettivamen- 
te, salvo  lo  scambio  di  C  con  y,  colle  (4),  (5),  quindi  il 
risultato  dell'  eliminazione  non  può  essere  diverso  nei 
due  casi. 

Esempio.  —  Trovare  le  linee  le  cui  tangenti  distano 
dall'  origine  d' una  lunghezza  costante, 

L'  equazione  della  tangente,  ridotta  a  forma  normale,  è: 

1  r-^'X+F+(ya?-{/)]=0, 


Vi+.y* 

sicché  la  sua  distanza  dall'  origine  é: 

Pertanto   Y  equazione   da   integrarsi   é ,   a  essendo  una 
costante: 


Vl+y^^ 


—a, 


ossia: 


//=-ry'— avl+y*», 
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e  quindi  V  integrale  generale  è: 

equazione  che  rappresenta  una  famiglia  di  rette  distanti 
dall'  origine  della  lunghezza  a. 
Derivando  rispetto  a  C: 

0=. "-^^. 


ed  eliminando  C,  si  ottiene  l'integrale  singolare: 
a?«  +  //»  =  a«  , 

che  rappresenta  il  cerchio  a  cui  tutte  le  rette  della  fa- 
miglia sono  tangenti.  In  questo  caso  la  vera  soluzione 
del  problema  geometrico  è  data,  non  dall'  integrale  ge- 
nerale, ma  dall'integrale  singolare. 

Equazioni  d' ordine  superiore  in  generale.  Integrali  singolari. 
Interpretazione  geometrica. 

MS.  Se  si  ha  una  relazione: 

!f=H(x,C\C\ ,Cn)  (1) 

contenente  n  costanti  arbitrarie,  derivando  n  volte: 

«d  eliminando  C„6\,...,6ntra  le  (1),  (2),  si  ottiene  un' equa- 
zione differenziale  d'  ordine  n: 

i^r^,i/,y',l/^...,(/^«^>=0,  (3) 

che  supporremo  talvolta  risoluta  rispetto  ad  j/^»): 
yi^)=G(x,y,y\]r >y<'''^0- 

La  (1)  dicesi  V  integrale  generale  della  (3).  Da  essa  si 
ottengono  integrali  particolari  dando  valori  speciali  a 
tutte  o  ad  alcune  delle  C, 
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Poniamo  per  brevità: 

Se  tra  le: 

eiirainiaino  n— ^  delle  costanti  C,  otteniamo  una  relation 
tra  le  altre  i  costanti,  la  x,  e  le  2/,£/',(/",...,j/^'*"''^  cioè  unV 
quazione  differenziale  d'ordine  n—L  Essa  ha  la  propria i 
che.  eliminando  fra  essa  e   le   sue  derivate   dì  L%  2A-. 
i— esimo  ordine  le  i  costanti,  si  ottiene  la  (3r,  e  perciò  <' 
dice  un  integrale  generale  ì^esimo  di  questa.  Di  tali  iir 

tegrali  z— esimi  ve  n'hanno  /  .  J.  In  particolare  v'haiii 
n  integrali  generali  primi,  che  possono  scriversi  così: 

:M4.  Può  domandarsi  se  in  luogo  dì  Ch  si  possa    p»:: 
una  funzione  di  x  tale,  che  la  (4)  dell'art,  precedenv:^  v 
ancora  un  integrale  primo  della  (3).  In  tale  ipotesi  si  L 

mentre  neir  ipotesi  di  Ch  costante  si  ha: 

ora,  sostituendo  sì  nell'una  che  nell'altra  a  C*  la  sm^ 
spressione  data  dalla  (4),  deve  risultare  in  ambi  i  .. 
la  (3).  Ne  segue: 

Jd^h_   dCh 
"dCh    dx 
e  quindi: 


90. 


=  0. 
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(ìuesta  equazione  ci  definisce  la  Ch  c^me  ftinzione  di  w 
composta  mediante  la  x  stossa  e  le  {/ji/Vv.-y^**"'^  che 
sono  l'unzioni  (sconosciute)  di  .r. 

Eliminando  6a  tra  la  (4)  dell'  art.  precedente  e  la  (1), 
si  ottiene  un  integrale  primo  che  non  è  particolare  e  che 
non  contiene  alcuna  costante  arbitraria;  esso  dicesi  inte- 
grale pruno  singolare,  e  la  regola  per  ottenerlo  è  la 
stessa  che  vale  per  le  equazioni  del  primo  ordine  (art.  326). 

Qui  si  presenta  naturale  una  questione.  Partendo  da 
integrali  primi  generali  diversi,  si  ottengono  integraU  sin- 
^uolari  diversi  ? 

Un  integrale  singolare  primo,  p.  es.  quello  contenente 
(Jn ,  si  ottiene  eliminando  6\,(7„ 6n-i  fra  le: 

i/=//,i/'=/f„...,y("-i)=/f„-i;  (2) 

osso  pertanto  può  scriversi: 

dove  s' intende  che  6\,6V...,6n-i  sieno  funzioni  di  a?,y,,v',..., 
(/(n-2>x'„  definite  dalle  relazioni  implicite: 

Si  ha  cioè  identicamente  rispetto  ad  ic,;A(/V..,y^''^^Cl^  : 
e  quindi: 

,  "Plinti  OCn^l     .    QZ/ft-l 

sicché  la  (1)  diviene  nel  caso  attuale: 

0/7„-1    OC         0/A.-1  9(^^  0//n-1  QCi^l        Qifn^l^^ 

Of'i     OCn  O^t      0^»  0Cn~1   OCn  O^n 
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Le  -^  ,...,  -^—^  soddisfano  alle  relazioni: 


O/Zr.  -  o  OC.      0//n-2  OC^  ,  0//n-2  QCn-l      Qi/n.g 

OC,     0C„"^0C;"0C„"^'*'"*'0Cnl.1   0C„     ^     OCn     "^* 

Eliminando     ■  *  i;^;^-,*..,   ...^t^  fra  queste  equazioni  eia 
precedente,  si  ottiene: 


d(C,,C,,,,.,Cn) 


=0,  (3) 


e  r  eliminazione  di  C\,C„...,(7n  tra  questa  e  le  (2)  ci  darà 
r  integrale  singolare 

Ora  nelle  equazioni  (2),  (3)  le  n  costanti  entrano  tutte 
allo  stesso  modo;  ciò  prova  che,  da  qualunque  degli  in- 
tegrali primi  si  parta,  V  integrale  singolare  primo  a  cui 
si  giunge  è  sempre  lo  stesso. 

345.  Possiamo  scrivere  r  integrale  singolare  primo  c<jsì: 

^(/.-i^^eon  (  a-,^,i/',...,//^"-2)^  c„  ;.  { 1  ) 

dove  Cn  è  una  funzione  ji.r~c,y,j/'»-»l/^"^~0  che  soddisfa  alla 
relazione: 

Se  dalla  (1)  si  ricava: 

Cn'=^(x,llJ j/("-2),j/(»-);, 

r  iategrale  singolare  può  anche  scriversi: 
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Sia  l'integrale  generale  della  (1): 

y=-er^,2).,Z),....,2)n-i),  (3) 

dove  le  D  sono  (tostanti  arbitrarie;  dimostreremo  che  esso 
è  pure  integrale  dell'  equazione  3)  dell'  art.  343.  E  poi- 
ché ess^o  non  può  generalmente  dedursi  dalla  (1)  dello 
stesso  art.  dando  un  valor  costante  speciale  ad  una  delle 
C  (o  stabilendo  una  relazione  fra  esse),  esso  non  è  un 
integr.ile  generale,  e  però  ha  il  nome  di  integrale  sin- 
golare. 
Posto: 

si  ha  identicamente  rispetto  ad  a?  e  alle  costanti  D: 

en-l=a)nlX*,6,6„..„0«-2,fJlC6,ej,...,6n-2|/. 

Ne  segue,  derivando  rispetto  ad  x: 

ossia,  tenuto  conto  della  (2): 

D'  altra  parte,  poiché  la  (1)  ,  tanto  se  C«  è  costante 
come  se  rappresenta  la  funzione  ji  (o  v)^  è  un  integrale 
primo  della  equazione  proposta,  quest'  ultima  si  otterrà 
derivando  la  (l)  e  ponendo  pi  in  luogo  di  C».  L'equazione 
differenziale  sarà  cioè: 

(dove  per  Cnsi  intenderà  posto  ji),  giacché  il  termine  ul- 
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teriore  che  comparirebbe  quando  Cn==ti=v  è  nullo  per  la 
(2).  Il  confronto  dello  (4),  (5)  dimostra  che  la  (3)  è  un  in- 
tegrale dell'equazione  d'ordine  n  considerata. 
;U(1  So  si  pone: 

dove  le  D  denotano  costanti  arbitrarie,  si  potranno  in  in- 
liniti  modi  scegliere  n  (unzioni  di  ^  e  delle  D  che,  po- 
ste in  luogo  delle  C,  rendano  questa  relazione  identica- 
mente soddisfatta  rispetto  alla  a:  ed  alle  D,  Si  ha  allora, 
colle  notazioni  già  usate: 

e  si  potranno  sottoporre  le  funzioni  C„...,Cn  alla  condizio- 
ne che  sia; 

dopodiché  la  precedente  diviene: 

e.-//. 

Da  ({uesta  soguo: 

"•""•"^  oc,  ò^  +•••+  0(7„  0^' 
e  si  potranno  sol  toporre  le  Calla  condizione  ulteriore  che  sia: 
0//,  0_C,        ,'DH,'DCn 
OC,  ^.v  ■^•••■^  0C„  t)a;  "^" 
('o«ì  continuando,  si  vede  che  potranno  scegliersi  le  C  in 
modo  che  soddisfacciano  alle  p—\  condizioni: 
2F   :0C.  ^  OC. 

OC    0-c  ■'"■■■■"'"  oc«   0-i' 


oc,    Oa'          ■*"  oc»    Oar  , 
\ 

0//n-2  0C,    ,  0^»jOg»_» 

OC,  ■Oa'  0C„    Oj:- 


(1) 
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e  si  avrà: 

fh=II,\=H, ,9„_,=//„_,.  (2) 

Derivando  un'  ultima  volta,  si  ha: 

ora: 

K^QCxfifi e„-i;, 

IIn=-GCx,H.Hx ,H^0, 

quindi  per  le  (2)  sarà  e„=//„,  e  per  conseguenza: 

OC,         d-O    ^"^     7>Cn     0»  ^' 

Le  (1),(3)  ci  danno: 

d(H,H„..,H^O 
d{C„C„...,C,)  ="• 

^47.  Può  avvenire  che  l' integrale  singolare  primo  am- 
metta a  sua  volta  un  integrale  singolare  primo,  il  quale 
sarà  costituito  da  un' equazione  differenziale  d' ordine  n— 2. 
L' integrai?  generale  di  questa  è  un  integrale  dell'  equa- 
zione primitiva? 

Colle  notazioni  e  in  base  ai  risultati  degli  art.  preco 
denti,  l'integrale  generale  dell' accennala  equazione  d'or- 
dine n— 2  è: 

y=»(T,I)„D Dn-ì),  (1) 

dove  le  D  sono  funzioni  di  a?  e  di  n— 2  costanti  arbitrarie 
che  soddisfanno  alle  relazioni: 

^    OA    .      .        pe        dOn-t 
7)1),    Or    '^'""^  'ODn-x       Dx     =" 

0«L   OA    .     .      oe.       OiV-i__^/ 


QOn-t      0/>,   ,  .         cWn-J         0/)«-1         „ 


OA     0^7  ^" "^    OÌ>«-i        tte 
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il  cui  determinante  è  nullo.  Ne  segue: 

e  derivando  quest'  ultima: 

^N=a„-i — ;- — I-..   j — 


OD,     0^      ■*"        c)A»-t        <)'X' 
Ora  si  ha  identicamente  rispetto  alla  x  e  alle  D: 

quindi  perla  funzione  y  definita  dalla  (1)  dove  le  D sod- 
disfanno alle  (2): 

*^         \     "OA       0»  c)D„-i     Oj?      ) 

donde  si  vede  che  in  generale  la  funzione  y  non  soddi- 
sfa air  equazione  proposta. 

Conchiudendo:  L' integrale  generale  delC  integrale  si^i- 
golare  è  un  integrale  dell  equazione,  ma  V  integì^ale  sin- 
golare dell'  integrale  singolare  in  generale  non  lo  è. 

348.  Riguardo  all'interpretazione  geometrica  delle  equa- 
zioni d'ordine  superiore,  ci  limitiamo  airosservazione  se- 
guente. 

Siccome  la  curvatura  delle  linee  piane  è  una  funzione 
di  a?,  {/,  y,  (/",  un'  equazione  del  secondo  ordine  esprime  in 
generale  una  proprietà  d'  una  curva  relativa  alla  curva- 
tura. L' insieme  delle  curve  che  possiedono  questa  pro- 
prietà è  costituito  : 

a)  Dalla  famiglia  doppiamente  infinita  di  curve  rappre- 
sentata dall'  integrale  generale; 

b)  Dalla  famiglia  semplicemente  infinita  di  curve  rap- 
presentata dall'  integrale  singolare. 

Ed  ora  non  resta  che  da  passare  in  rivista  i  pochi  tipi 
d'equazioni  di  ordine  superiore  al  primo,  pei  quali  esistono 
metodi  d' integrazione,  o  la  cui  integrazione  si  può  ridurre 
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a  quella  d*  un'  equazione  d' ordine  inferiore,  trattenendoci 
poi  sopra  una  famiglia  speciale  d'equazioni,  le  equazioni 
lineari. 


Equazioni  d*  ordine  superiore  integrabili. 

1349.  Eqtuizioni  della  forma  y<")«=»f(x).  —  Moltiplicando 
per  cU,  si  ha  : 

ossia  : 

dì/(»-^)=f(x)dx, 

da  cui  integrando  : 

Porremo  per  brevità: 

jfì[x)dw=^f,M,  jU(x)dx=U(x) ,jff^s(x)dx=^fn  (o^y, 

la  relazione  precedente  può  scriversi: 

Integrando  di  nuovo,  sì  ottiene  : 

poi: 

ecc.  Infine,  dopo  n  integrazioni  : 
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ossia,  scrivendo  V,,C, in  luogo  di  ^j-^,C.,^^_^2^(7, : 

Cioè  l' integrale  generale  si  ottiene  integrando  n  volte 
il  secondo  membro  ed  aggiungendo  un  polinomio  di  gra- 
do n-1  a  coefficienti  arbitrari. 

:r)0.  Equazioni  della  forma  y(»)=  fCy'"— "). —  Posto: 

si  ha: 

e  r  equazione  proposta  diviene: 


(U 
ossia: 


5i=^f^^- 


dar-    '^^ 


f(t)' 
Di  qui  si  ha  con  una  quadratura: 

denotando   con   <^t)   l'integrale  che   figura  nel  secondo 
membro.  Se  ^  è  la  funzione  inversa  di  9,  si  ha: 

ossia,  ponendo: 

(sicché  in  generale j-j:=-j-~ le  ricordando  il  significato  dì  t: 
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ossia: 

che  è  della   forma  considerata   nell'articolo  precedente. 
Posto  quindi  : 


/ 


in-1) 


si  ha: 

Se  nel  2".  membro  poniamo  in  luogo  di  u  la  sua  e- 
spressione,  il  polinomio  di  grado  n— 2  in  7/  a  coefficienti 
arbitrari  si  muta  in  un  polinomio  dello  stesso  grado  e 
della  stessa  natura  in  or,  si  ha  cioè,  indicando  ancora  con 
C„C,,...,C„-i  n— 1  costanti  arl)itrarie  (il  cui  valore  però 
non  è  lo  stesso  delle  corrispondenti  dell'  ultima  forraola): 

Esempio.  —  Trovare  le  curve  il  cui  raggio  di  curca- 
tura  è  costante,  —  L' equazione  da  integrarsi  è: 


ossia: 


Si  ha  dunque: 

-  r 


a'     '     ^      "  '       J    .....    3 
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(vedi  art.  339},  e  per  conseguenza  (scrivendo  —  C,  in  luo- 
go di  Cn): 

/(aì'^C\  )dx        .  ^,  -,, — -- ,  ^ 

da  cui  infine: 

L'integrale  generale  è  T insieme  di  tutti  i  cerchi  di 
raggio  a, 

È  facile  poi  verificare  che  non  esiste  alcun  integrale 
singolare. 

351.  Equazioni  della  forma  y(n)={fyin-«)J. 

Posto: 
r  equazione  diviene: 

z'=frz).  (1) 

Supposta  integrata  quest'equazione,  e  indicando  il  suo  in- 
tegrale con: 

r  equazione: 

y{n-^)=to(x,C^  ,  CJ 
è  del  tipo  considerato  air  art.  349,  e  il  suo  integrale  è: 


Per  integrare  la  (1),  poniamo  2;'«=^,  donde: 
dx     dzdx       dz' 
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r  equazione  diviene: 


Posto: 


si  ha  di  qui: 


ossia: 


tdt=f(z)dz, 
ff(z)dz^(zh 


|^  +  f^=9r^A 


^=  y/2t^(z)^2C\  , 
che  può  scriversi,  ricordando  il  significato  di  t\ 

.    V2(p'(zj^2C\  ' 
Di  qui  infine  integrando  si  ha: 

J  V2r^(z)^tC\ 

Esempio.  —  Trovare  le  curve  in  cui  il  raggio  di  cur- 
vatura è  proporjsfionale  al  cubo  della  normale.  —  L' e- 

quazione  differenziale  è: 


ossia: 


Posto  1/'=^,  si  ha: 
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quindi: 

ossia: 

e  ponendo  per  t  la  sua  espressione: 
i/rf.v j. 


Di  (jui  sej^ue: 

ossia,  sotto  torma  razionale: 

4(7i  «  fa^-CJ»  -  26',  y*  =  -  a, 

equazione  (;he  rappresenta  una  conica  a  centro  avent*'  \ 
contro  in  un  punto  qualunque  dell'  asse  w,  e  di  cui  qii- 
sto  è  uno  degli  assi.  Le  lunghezze  p,  q  dei  suoi  seniiav 
sono: 


^^^2^; 


esse  sono  legate  dalla  relazione  (cfr.  art.  273): 

Se  Ci  ?=0,  la  (2)  diviene: 
donde: 
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equazione  che  rappresenta  una  parabola   di   parametro 

2>v/~  avente  per  asse  l' asse  x  e  per  vertice  un  punto 
qualunque  di  esso. 

Anche  qui  non  esiste  integrale  singolare. 


Equazioni  il  cui  ordine  può  abbassarsi  d' una  unità. 

352.  Equazioni  in  cui  manca  la   variabile  x.  —  Esse 
hanno  la  forma: 

i'r(/.//y'v..:*/f">>=o.  .  (1) 

Posto  y'=t,  si  ha: 


r^ 


dt^dt     J.  /d±\     /dty      dU 
'  dy  dx'^  dy\dxy'^\dy)  ^'^dy^  ^  ' 


e  così  via;  e  si  vede  che  in  generale  y^^>  è  una  funzione 
di  t>  J'»  ]q'2~*"f  f-^—y  Sostituendo  nella  (1),  essa  prende 
dunque  "la  forma: 


/   ^dt    dU      d^-H  \_^ 


che  è  un'  equazione  d' ordine  n  - 1.  Se   sappiamo   trovare 
r  integrale  generale  di  questa: 

fc=4^^,Ci ,  C%  ,...,  Cn-x), 

avremo  con  una  nuova  integrazione: 

dy 


j._  C—    ^^- e 


=0. 
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Esempio.  —  Trovare  le  curve  il  cui  raggio  di  curvatura 
sta  in  un  rapporto  costante  colla  nornuxle.  —  Indicando 
con  a  il  rapporto  costante,  V  equazione  da  integrarsi  è: 


ossia: 


^ay^l+y'* , 


*»ay.  ■  (2) 


Ponendo  y'^=^t,  e  quindi  y"=t  -r ,  essa  diviene: 

ossia: 

dt/^  atdt 
y      l+t^^' 

che  è  a  variabili  separate  (art.  333),  e  il  cui  integrale  è: 
lgy-alg^/T+fl=lgC\. 
Passando  dai  logaritmi  ai  numeri,  si  ha: 

ossia: 

Con  una  nuova  integrazione  si  ottiene: 
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Se  a  è  razionale,  la  funzione  da  integrarsi  è  un  dif- 
ferenziale binomio  ("art.  171).  e  in  particolare,  se  a  è  in- 
tero, esso  è  integrabile.  Si  ha  infatti: 


quindi: 


_n         2  1 


m+1       a    m+\     ,  a-\ 


n  2'      n 


e  l'uno  0  l'altro  di  questi  numeri  nel  caso  considerato  è 
certamente  intero. 

Prima  di  considerare  alcuni  casi  particolari,  dobbiamo 
vedere  quale  significalo  geometrico  abbia  il  segno  della 
costante  a.  Dalla  (2)  risulta  che  il  segno  di  a  è  quello 
del  prodotto  y/\  quindi  a  è  ^  0,  secondochè  (art.  245) 
la  curva  è  convessa  o  concava  rispetto  air  asse  w,  ossia 
secondochè  (art.  272)  il  centro  di  curvatura  si  trova  dalla 
parte  opposta  o  dalla  stessa  parte  dell'asse  .a? rispetto  alla 
curva. 

Esaminiamo  in  particolare  i  casi  ^=+1,  a='^, 

1)  a=+-l.  Detto  /  l'integrale  che  figura  nella  (3),  si  ha: 

^^JV¥^^^-^s[y+^y^     6'i«], 


quindi: 


ossia: 


Vy-  -  Ci  « 
x-Ci 


Ci 


=ig[u+Vy^-c\*l 


I 


da  cui,  quadrando  e  riducendo: 


a?— e  or— C 
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e  infine,  posto  d+dlg  d  =C: 


equazione  che  rappresenta  una  catenaria  di    parametro 
qualunque  coir  asse  parallelo  all'lasse  v  (cfr.  art  273), 
2)  a=— 1.  Si  ha: 

quindi: 
ossia: 


un 
3)  a=+2.  Si  ha: 


che  rappresenta  un  cerchio  qualunque  avente   il    centro 
suir  asse  x. 


quindi: 


07— C2=2v'(7ii/~(7i«, 
ossia: 

che  rappresenta  una  parabola  avente  V  asse  parallelo  al- 
l' asse  y,  e  la  cui  direttrice  è  V  asse  x  (cfr.  art.  273). 
4)  a=  —  2.  Si  ha: 

J  Wy~<  -  Ci  -<      JyCì  —  y- 
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Poniamo: 


sarà: 


Ci 

y=-2(^—cosu},  (4) 


Ci 

Ci  —  y==.  -g-  (l+cos  u), 


quindi: 


'^         J\  1+^^^  ^*  V(\-cos  u)  (\+cos  u)  du 

l       L  r  1       JL 

2Ci  ^  i  CI— ^05w;dwc--2(;^  s  (usenu), 


e: 


^'(^=C%  +  -X  (u^sen  u).  (5) 

Le  (4,)  (5)  rappresentano  una  cicloide  Ila  cui  origine 
è  in  un  punto  qualunque  dell*  asse  a?  (cfr.  art.  273). 

353.  Equazioni  in  cui  manca  la  variabile  y.  —  Esse 
hanno  la  forma: 

Posto  y'-^t,  si  ha: 


d^'*'       da?2   • -^  da?»-i    ' 

sicché  r  equazione  diviene: 
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che  è  d' ordine  n— 1.  Supposto  di   saper  trovare  l' inte- 
grale di  questa: 

t=^x,Cu  Ci ,....,  C„-i), 

si  ha  con  una  nuova  integrazione: 


y=  f'i'C^: 


,Cì,Ci Cn-ìJdX+Cn. 


Esempio.  —  Trooare  le  curoe  per  le  quali  il  rapporto 
del  raggio  di  curvatura  alla  tangente  è  eguale  a  quello 
deir  ascissa  all'  ordinata.  —  Si  ha: 

.V"        y' 
ossia  semplificando: 

y"        _1 

Colla  sostituzione  y'=^t  questa  equazione  diviene: 
dt^ dx 

da  cui  integrando: 


ta-\-t^) 

Ora: 


Jjpr^;¥^=kì^-k/Ci 


jiS^r  Jict — é^y^='^  -J^ 


sicché  si  ha: 


V  \+t^        ^^ 
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da  cui: 

X 

"■    y^  C    2"-.  ipl 

e  integrando: 


ossia: 

che  rappresenta  un  cerchio  avente  il  centro  suir  asse  y. 

354.  Equazioni  omogenee.  —  Si  designano  con  questo 
nome  le  equazioni  che  sono  omogenee  rispetto  ady,^,y",..,t/(«), 
comunque  entri  in  esse  la  variabile  indipendente  x. 

Sia  l'equazione  data: 

Poniamo: 
avremo: 

e  in  generale^  come  è  facile  vedere: 

dove  \r{t)  denota  una  funzione  di  i\t**,...,W.  L'equazione 
diviene  quindi: 

F[x,e^  ,e^  \{t),e^  \(t),...,e^  Xn{t))=tì, 

ossia,  detto  m  il  grado  d'omogeneità: 

e^t\x,\M  (t)M  rOv..An(<))=0, 

o  più  semplicemente,  sopprimendo   il  fattore  e^  e  intro- 
ducendo nuovi  simboli  di  funzione: 

che  è  un'  equazione  d'  ordine  n  rispetto  a  t  Essa  però  è 
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del  tipo  considerato  nell'art,  precedente,  e  quindi  il  suo 
ordine  può  abbassarsi  d'  una  unità. 

Esempio.  3?//^"— a7^'"-f  yy'=0. 

Posto  >=e?' ,  e  sopprimendo  il  fattore  comune  e^^  si  ha: 

ossia  : 

Facciamo  <'==w;  avremo: 

da  cui  :  * 

ossia  : 


dtj^ 
dx     x' 

Integrando 

di 

nuovo, 

sì  ha: 

^ 

=  Cilgx-{lgC\, 

e  intìne  : 

y^V,v'i- 

355.  Altro  tipo  di  equa::ioni  omogenee,  —  Diconsi  purj 
omogenee  quelle  equazioni,  che  sono  tali  quando  si  con- 
siderino {/,{/',/,....  come  funzioni  di  grado  ?n,7n— l,m— 2,.... 
rispetto  ad  x,  m  essendo  un  numero  qualunque.  Sia  : 

una  tale  equazione,  e  poniamo: 

Considerando  t  come  nuova  variabile  indipendente  e  -y  co- 
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me  nuova  variabile  dipendente,  si  ba: 

da?  _  ^ 
dt    ^  ' 


dx  dt 
ossia  : 


e  derivando  di  nuovo: 


ossia  : 


Se  si  ripete  lo  stesso  processo,  si  trova  in  generale  : 

dove  lirCz)  è  una  funzione  lineare  omogenea  a  coefficienti 

costanti  di  z,  -r.t ,-^  .  Inl'atti.  supposta  la  formola  vera 

per  un  certo  valore  di  r,   si  ba  derivando  di  nuovo  ri- 
spetto a  t: 

d»-+i.y    dx      ,      S  (i\^(^)    .r         V     .  .1 


ossia  : 


d^'-^^y 
dcc^ 


-=«'—'"  \_~^^+(rn-r)v.  r^;]. 
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(love  la  quantità  tra  parentesi  quadre  è  una  funzione  lì- 
neare  omogenea  a  coefficienti  costanti  di  z,  --  ,....,    ,  ^^^ . 
Sostituendo  dunque  neir  equazione,  si  ha  : 

Ora,  se  jp  è  il  grado  d' omogeneità  (nel  senso  stabilito  al 
principio  deir  articolo)  della  F,  si  ha  : 

F(e^ ,  ^-•'.^  6^^'«-vv/j;„.,^^rn-u)/j,,^  r^^J)=^eP^F(hz,i,,(z), pm  (:)X 

sicché  r equazione  si  riduce  a: 

F(l,z,i,,(z) jjL„  r^)J-0, 

che  è  del  tipo  considerato  nell'art.  352,  e  il  cui  ordine  può 
quindi  abbassarsi  d'una  unità. 

Esempio,  a? V— (^y— a-T/'j^  =0. 

Quest'equazione  è  del  tipo  considerato,  per  m- 1.  Si 
porrà  quindi  : 

donde  segue: 

,     dz  .  „        Jd^^dz\ 

e  l'equazione,  soppn.>sso  il  fattore  e*,  diviene: 

d^s     d2_(dzVr. 
di'*  "^dt    \dl/'^- 


Facciamo  qui  : 


quindi  : 


d^  2        du 
=u 


dfì        d 


^t 
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onde  si  ha  : 

ossia  : 

du 


=dz. 


u-1 

Quest'equazione  si  integra  immediatamente:  sì  ha: 

lg(u^l)=.r+ìgc,, 
ossia  : 

0  ancora  : 


dz 
-, — yz—  =dt. 
l+C\  e^ 


Si  ha  (art.  175)  : 


/dz  \    r     e-ds  /•/    1  1       \  ,  ^ 


quindi  : 


ossia  : 


da  cui  : 


^-^^^-^criVi- 


e*  — * 


Cj  e«  +  1' 


C,-C'i  e'  ' 
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e  rimettendo  le  variabili  primitive: 

X 


U  =  xlg 


C,— Ci  X  ' 


Equazioni  lineari  omogenee. 

{:J56.  Una  classe  d' equazioni  che  merita  d'essere  consi- 
derata particolarmente  è  quella  delle  equazioni  lineari. 
Si  dà  questo  nome  alle  equazioni  della  forma: 

PoV^"^+A  (/(»-!)+ +P«-li/'+Pn  i/=Q. 

dove  P^,  P\ , ,  Pn-'uPn  y  Q  sono  funzioni  qualunque  di  x. 

Se  Q-^,  l'equazione  si  dice  omogenea. 

Noi  tratteremo  dapprima  delle  equazioni  lineari  omo- 
genee, la  cui  forma  generale  è  : 

^y)=P,y^'')  +Pi  i/f"~^)  + +Pn^M/^Pn  .v=0. 

1357.  Se  yi  è  un  integrale  d'un* equazione  lineare  omo- 
genea, e  C  una  costante  qualunque,  anche  Cyi  è  un  inte- 
graie  della  stessa  equazione. 

Si  ha  infatti  : 

Se  yi ,  yg  sono  due  integrali  d' un  equazione  lineare 
omogenea,  anche  yi  +  Vi  ^  wn  integrale  della  stessa  e- 
qua^ione. 

Si  ha  infatti  : 

*(yi  +^,)=-*(yi)+*(i/,)«0. 

Da  questi  due  teoremi  segue  : 

^^  yi  »  Yt ^  yr  sono  Y  integrali  d'un* equazione  lineare 

omogenea,  e  Ci,  C„ ,Cr ,  r  costatiti  qualunque,  amiche 

Ci  yi  +  C,  y,  + +  Cr  yr  è  un   integrale  della  stessa  e- 

q  nazione. 
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358.  Se  si  conosce  un  integrale  d'un'eqimzione  lineare 
omogenea  d'ordine  n,  l'integrazione  di  essa  si  riduce  ad 
una  quadratura  e  all'integrazione  d'un' equazione  lineare 
omogenea  d' ordine  n— 1. 

Sia  yi  un  integrale  dell'equazione  proposta.  Facciamo: 

dove  ^  è  una  nuova  variabile  dipendente;  avremo  (art.  112): 

i/f')==y/'-)^+([).vif'^»''+(^)y.<'-«>2"+...+(^!li)j/.'2f'--'»+(/i2''-'. 

...•• f 

quindi  : 

P,y(n;4.p^y(«-l/+ +Pn^iy'+Pn  {/ 

=<Poyi  <»)+Pi  i/i  ^»-i>'+ +Pn^iy,'+Pn  yx  )z 

+i?«-i^'+i?n««^'+ +i?i  zf^-V^'R.iM, 

dove  le  R  rappresentano  quelle  funzioni  note  di  x  che  ri- 
sultano come  coefficienti  delle  varie  derivate  di  ^.  Ora, 
poiché  yx  è  un  integrale  dell'  equazione  data ,  la  quantità 
tra  parentesi  nel  secondo  membro  è  nulla,  e  T  equazione 
si  riduce  a: 

la  quale,  ponendo  : 

z'^u, 
diviene  : 

i2,tt(n-l)+  Ri  «^(»-2)-|- +ien«.sw'+i?n-.lW=«.  (1) 
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Trovato  T  integrale  trenerale  u  di  quest'equazione: 

t(=^(x,C^.C^ ,C„), 

quello  dell'equazione  data  sarà: 

y=yi     j^x,C\C, ,Cn)da?+Ci  J. 

;ì59.  Se,  oltre  u\ ,  si  conosce  un  altro  integrale  y^  : 

r  equazione  data,  ^,=  —  sarà  un  integrale  dell'equa/: 
m 

in  J,  e  quindi  (—)   un  inU^grale   dell' equazione  in  '■: 

però  potremo  ridurre  T  integrazione  di   quest' uHinu 
una  quadratura  ed  all'integrazione  d'un'eqiiazione  Y\l*. 
omogenea  d'ordine  ?2— 2.   E  co^ì  di  seguito.    Può  qjir. 
concludersi  : 

Se  SI  co7iosrono  m(<n)  integrali  iV un'equazione  lla^  '■ 
omogenea  d'ordine  n,  /'  integrazione  di  essa  può  r/.7  • 
ad  m  quadrature  ed   all'  integrazione  d'uneqiiaziort' 
7ieare  omogenea  d' ordine  n— ift. 

In  particolare,  se  m^n^ì,  V  integrazione  si  rìduvv 
n—\  quadrature  ed  all'integrazione  d  un'equazione  lin*  i 
omogenea  del  primo  ordine.  Ora  una  tale  equazione  : 

si  integra  con  una  quadratura,  giacché  si  ha  immedia* 
mente: 

lgt=^  f^dx  +  lgC, 


ossia: 


-A 

•^  0 

t^Ce 


^    da» 


quindi  può  dirsi  che: 
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Se  si  conoscono  n~l  integrali  d' un'  equazione  lineare 
oìnogenea  d'ordine  n,  la  sua  integrazione  si  riduce  ad 
n  quadrature, 

360.  Se  yi ,  yj  ,..-»ya  sono  n  integrali  linearmente  indi-- 
pendenti  d'un  equazione  lineare  omogenea  d'  ordine  n, 
qualunque  suo  integrale  può  porsi  sotto  la  forma: 

Ciyi  +  Ctyi+...+  Cnyo, 

dove  le  C  sono  costanti. 

Poiché  il  teorema  è  evidentemente  vero  per  n=l  (cfr. 
art.  prec),  basterà  dimostrarlo  per  induzione  compieta. 

Sieno  y\ ,  y% ,.-.,  l/n  n  intenirali  linearmente  indipendenti 
dell'equazione  considerata;  la  (1)  dell'art.  358 ammetterà 
(art.  359)  gli  n— 1  integrali  : 

y^ijr j  '  yrr)  *  \~)  * 

i  quali  saranno  linearmente  indipendenti;  infatti  se  fosso: 

le  h  essendo  costanti,  si  avrebbe  integrando  e  indicando 
con  Al  una  nuova  costante: 

yi  u\  y\ 

ossia: 

h\  y\  +  Aa  y%  +....+A„  t/„  =0, 

sicché  le  ^1 ,  yt  ,...,yn  non  sarebbero  linearmente  indipen- 
denti. Supposto  ora  il  teorema  vero  per  le  equazioni  d'or- 
dine n—1,  può  asserirsi  che  ogni  integrale  u  della  (1) 
(ieir  art.  358  ha  la  forma: 
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dove  le  C  sono  costanti.  Ne  segue,  per  la  (2)  dello  si- 
articolo: 


•,i. 


y=yx  r  fu  dx+Cx  l=yi  \ct  ^  + +c„  ^"-  +  e 

ossia: 

l/=Ci  y\  4-  Ci  y%  +....+  C„  ?/« , 

il  che  dimostra  T  asserto. 

301.  Il  teorema  ora  stabilito  riduce   l' integrazione  i^ 
nerale  d' un'equazione  lineare  omogenea  d'ordine» 
determinazione  di  n  integrali  particolari  di  essa. 

Tale  determinazione  si  presenta  estremamente  l'a^ 
quando  i  coefficienti  dell'  equazione  sono  tutti  eos  •: 
in  questo  caso  essa  si  riduce  alla  risoluzione  d'  un'  e]' 
zione  algebrica. 

Abbiasi  l'equazione  lineare  omogenea  a  coellìo/: 
costanti  : 

*(y )=(/(")+  P\  (/<"-i)  +....+  P«-i  i^-^-Pn  y=o, 

dove  per  semplicità  si  è  supposto  P^— 1.  Se  n^l,  T^^i' 
zione  si  riduce  a: 

y'-{-Pì  y=»0, 
e  un  suo  integrale  particolare  è: 


y=e 

Si  presenta  quindi  naturale  T  idea  di  cercare  se ,  ano' 
per  valori  qualunque  di  n,  esistano  integrali  ài  q"- 
forma.  Poniamo  dunque: 

r  essendo  una  costante;  si  avrà: 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  497  - 
e  quindi: 

ilf(e^«>)=er'D(r^+Pi  ^^-> +....+ P„-i  r+Pn)=e^(p(r), 
dove  si  è  posto: 

Perchè  e^^  sia  un  integrale  della  (1),  r  dovrà  essere  ra- 
dice dell'  equazione  caratteristica: 

9{r)==0. 

Quindi,  se  le  radici  n  ,  t^ ,...,  rn  di  questa  equazione  sono 
tutte  reali  e  distinte,  si  hanno  gli  n  integrali  particolari: 


Ti    W  Va   t 

e      ,  e     ,....»  e 


Il  loro  wronskiano  è: 


W(e'   .e*  ,...,  e"  )= 


rie 


r%e 


e 

r 

rne 


fi— 1    Tj  iC       n— 1       r^  rD         n— 1    r^^  a? 


^  (r^  4-  fj  4- 4.r„  Ja?    | 


in      ^       ri 
1  1.... 

'n       rj  ... 


e    ...    rn    ^ 
...    1 
...    r« 


I 
ri 


n—ì  .f*a  n— I 


rn 


n-I 


e  poiché  quest'  ultimo  determinante  (determinante  di 
Vanderrnonde)  è  diverso  da  zero,  W  non  è  identicamen- 
te nullo,  e  (art.  114^  gli  n  integrali  sono  linearmente  in- 
dipendenti. Quindi  l'integrale  generale  è  in  questo  caso: 

y=Cie^    +C%e^  + +  Cne''  . 

ViTAim,  CaMù  h4MMmQk  tt 
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332.  Supponiamo  ora  che  r  sia  una  radice    reale  mul- 
tipla d'ordine  a  dell'  equazione  caratteristica. 
Derivando  V  identità: 

•=o         t)x«-»  " 

(dove  si  suppone  ancora  Po=l)  un  numero  qualunque  ^ 
di  volte  rispetto  ad  r,  si  ha: 

Ora,  poiché  e^^  e  tutte  le  sue  derivate  tanto  rispetto 
ad  r  che  rispetto  ad  x  sono  continue  per  tutti  i  valori 
finiti  di  questi  due  argomenti,  è  lecito  (art.  188)  invertire 
r  ordine  delle  derivazioni  nei  singoli  termini  del  primo 
membro.  Tenendo  conto  di  ciò,  ed  applicando  al  secondo 
membro  la  regola  di  Leibniz  (art,  112),  si  ha: 

Se  r,  come  si  è  supposto,  ò  radice  a— upla  dell'equazione 
caratteristica,  si  ha: 

sicché  r  espressione  tra  parentesi  quadre  è  nulla  per  ogni 
/i<a.  Si  ha  dunque: 
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cioè: 

sono  a  integrali  particolari  dell'  equazione  considerata. 

Quindi  una  radice  reale  a— upla  dà  origine  ad  a  inte- 
grali particolari. 

Pertanto,  se  Y  equazione  caratteristica  ha  le  radici 
r,,  r,,...,r,"  multiple  rispettivamente  degli  ordini  a,,  «„...,«* , 
dove: 

si  hanno  i  seguenti  n  integrali  particolari: 

^  r  a  r  a  a— 1         r  a 

e  *  ,    xe  ^  ,....,    a?  *       ^  *  , 

r  ic  r  a?  a  —1       r  a: 


S         f     Sue         f»'f    **^ 

Dobbiamo  dimostrare  che  essi  sono  linearmente  indi- 
pendenti,  cioè  che  non  può  esistere  una'identità  della 
forma: 

dove  le  a  sono  costanti. 

Scriviamo  brevemente  questa  relazione  sotto  la  forma: 

r,  X  Te,  X  r.  X 

+1^      +^ze^    +....-f^..  ^'   =0, 

dove  ^h  indica  un  polinomio  in  x  di  grado  ah  —1.  Essa  si 
trasforma  immediatamente  nella  seguente: 

+l++2^  '  +...+  +.(?  ^    =0.  (1) 
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Osserviamo  che  la  derivata  d'  un  ordine  qualunque  del 
prodotto  (o(.vj  e'"^^y  dove  tùfjc)  è  un  polinomio  ed  m  è  una 
costante,  è  il  prodotto  di  e»"'''  per  un  polinomio  che  è  e- 
sattamente  dello  stesso  grado  di  wfa-/  Quindi,  se  derivia- 
mo ai  volte  la  (1),  otteniamo  un'identità  della  forma: 

^2e  '      '     +^3e  ^      ^     +....+ +.-^  ^      =0,   (2) 

dove  ~^h  denota  ancora  un  polinomio  di  grado  «a  —  1.  Scri- 
viamo la  (2)  così: 

4^2  +  +3  ^  +....+  ^ie*  =0, 

e  deriviamo  a2  volte,  e  così  via.  Continuando  in  questo 
modo,  giungeremo  infine  ad  una  relazione  della  forma: 

dove  Oi  è  un  polinomio  di  grado  at  — 1,  e  che  non  può 
sussistere  quando  non  sieno  nulli  tutti  i  coefficienti  di  6,- . 
Considerando  il  modo  in  cui  tali  coefficienti  dipendono 
da  quelli  di  4^/  ,  si  vede  ,  con  un  semplice  ragionamento 
che  per  brevità  omettiamo,  che  ciò  non  può  avvenire  se 
^i  (x)  non  è  identicamente  nulla;  ma  in  questo  caso  la 
dimostrazione  potrebbe  ripetersi  pei  termini  restanti  della (1). 

Dunque  gli  n  integrali  sono  linearmente  indipendenti. 

Un'osservazione  evidente,  ma  che  dovremo  richiamare 
tra  poco,  è  che  il  sistema  d' integrali  resta  linearmente 
indipendente  se  a  due  di  essi  si  sostituisce  la  loro  semi- 
somma e  la  loro  semiditferenza. 

3()3.  Per  passare  al  caso  in  cui  l'equazione  caratteri- 
stica ha  radici  complesse,  conviene  premettere  un'osser- 
vazione. 

Se  a=^^Y,  ò  noto  che  si  può  definire  1'  esponenziale 
^«  così: 

e^  =  e^  (cos  Y+é  sen  y). 

Supposta  quindi  la  x,  come  sempre,  reale,  ed  essendo: 
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sarà  : 

e^^=eP^(cos  qx-{4  senqx). 
Di  qui  segue: 

d 

-T-  e^-^zsseP'^'  [p(cosqx+is(mqx)+qf-^senqx+icosqxJ] 

=seP''^[rp  cos  qx—q  sen  qxj-i-ifp  sen  qx+q  cos  qx)] 
=ev^(cos  qx+i sen  qx)  (p+iq)zzr  e^'^', 

sicché  la  regola  di  derivazione  che  vale  per  r  reale  vale 
anche  per  r  complessa. 

Pertanto  tutto  ciò  che  si  è  detto  nei  due  articoli  pre-r 
cedenti  sussiste  anche  neir  ipotesi  di  r  complessa. 

Se  i  coefficienti  dell'  equazione  proposta  sono  reali,  le 
radici  complesse  dell'  equazione  caratteristica  sono  due  a 
due  coniugate  e  dello  stesso  ordine;  e  però,  se  v'  ha  una 
radice  p -upla  r=7)+iV/,  ve  n'ha  un'altra  pure  P— upla 
p—iq.  A  queste  radici  corrispondono  i  seguenti  integrali 
particolari: 

^p^Cco.'?  qx+i  sen  q  r),  xeP-^fcos  qx+i  senqx), 

....,  j'^-^eP-^(cos  qx-]-!  senqx); 

eP'^(cos  qx—isen  qx),  xeP^(cos  qx^i  sen  qx), 

....yX^  -  ^eP^(cosqx—isen  qx). 

Da  questi  se  ne  ottengono  (^art.  357J  altri  2p  tutti  reali , 
e  cioè: 

eP-'^cosqx,  xeP'^'cosqx, yX^-^eP'^cosqxr, 

eP^sen  qx,  xeP-^  sen  qx, ,afi-^eP^sen  qx. 

*  Quindi  a  due  radici  complesse  coniugate  d'  ordine  p 
dell'equazione  caratteristica  corrispondono  2p  integrali 
reali. 


Digitized  by  VjOOQIC 


e 


—  502  - 

361  Riassumendo,  se   Y  equazione   caratteristica  ha  1- 
radici  reali: 

r\ ,  n ,  n 

degli  ordini  di  moltiplicità: 

«1  ,  «2 ,...-,  «t  , 

e  le  coppie  di  radici  complesse  coniugate: 

p\  ±  iqi  .  P^  ±  iqz  > .JP;  ±  ìQJ 

degli  ordini  di  moltiplicità: 

Pi,  P2 ,fe, 

dove: 

il  processo  esposto  ci  conduce  a  trovare  n  integrali  re^^ili 
indipendenti  (v.  ross.ìrvazioae  alla  fine  delFart.  362);  e  l'in- 
tegrale generale  (art.  'òiW  dell'  equazione  differenziale  ' 

y=(a\\+aMnt!.+„.-\-aiaa^r^)e^i^ 

+(aì\+atìx+.,.+aia^x^r^)e''t  ^ 

+ 

+rai\+aiiX'\- +ma.  x^i  -^)eu  ^ 

Mb'^\+b'nx+.,,,-^Ut^x^r^)senq^w]ev^^ 
-r 
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365.  Esempi.  —  !.•  /-c^z/nsO.  L'equazione  caratteri- 
stica è: 

r2  —  c2  =  0, 

le  sue  radici  sono  ^  e;  quindi  T  integrale  generale  è: 

2^.  ì/'+c^  ^=iO.  L' equazione  caratteristica  è: 
r«  +  c2=0, 
le  sue  radici  sono  ±  ic\  quindi  T  integrale  generale  è: 
y=b\  I  coscv-^-b'i  \sencx. 

Equazioni  lineari  non  omogenee. 

366.  Data  un'  equazione  lineare  non  omogenea: 

/'oy^"M-P,//^"-^)+....+P«-.i2/+P«  v=0,  (1) 

se  si  conosce  V  integrale  generale: 

y=C,//,+(7,(/,+...+C„  itn  (2) 

dell'  equazione  ridotta: 

se  ne  deduce  quello   ììqW equazione  completa  il)  col  me- 
todo della  variazione  delle  costanti  arbitrarie. 

Finché  le  C  rappresentano  costanti,  la  (2)  non  può  sod- 
disfare alla  (1).  Se  invece  si  suppone  che  le  C  designino 
funzioni  di  a?  e  di  n  costanti  arbitrarie,  tali  funzioni  po- 
tranno determinarsi  in  guisa  che  (2)  sia  l' integrale  ge- 
nerale della  (1).  Ed  anzi,  avendo  per  tal  modo  assoggettato 
le  n  funzioni  C  ad  una  sola  condizione,  potremo  sotto- 
porle ad  altre  n— 1  condizioni  da  scegliersi  ad  arbitrio, 
purché  non  contraddittorie;  e  noi  sceglieremo   queste   in 
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modo  da  rendere  quanto  è  possibile  semplici  gli  sviluppi 
di  ciilcolo. 

Derivando  la  (2),  si  ottiene: 

U'=-C,y\+C,(/\+..,.+Cn  y'n  +C\yx  +  C'2  yt  +....+C»  t/»  .  (4) 

Per  semplificare  questa  espressione,  stabiliamo  come  pri- 
ma condizione  la  seguente  : 

C\y,+C\y,\^ +Gnyn^, 

dopodiché  la  (4)  diviene  : 

.V=6Vv\+6V^'.+ +Cn  y'n. 

Deriviamo  di  nuovo;  avremo: 

i/"=C,y\+Cy,+ +Cn  y\  +C.//\+6V.+....H-C«  y'n . 

e  questa  espressione,  stabilendo  come  seconda  condizione: 

diviene  : 

'f=C,ij\^C,ir,-\- +C„y"„. 

Così  proseguendo,  avremo  infine: 

(/(n-iw.(7,y/"-^J+6\r//«-i)+ +(7„  Un  t-^^), 

essendo  le  C  soggette  alle  n—l  condizioni  seguenti  : 

(^\y\  +6V,  + +Cn(/n  =0    / 

:■<         " 

C" , y.C^a  +6",y,(»-»)  + +C'„  {/„  (»-8)==0 

Derivando  un'ultima  volta  si  ottiene: 

+ +67„^„  (»-<). 
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Introduciamo  le  espressioni  trovate  nella  (1);  avremo: 

Po(C,'j,<''^-^C^J"i+ +Cn  :/n  W+c,y,(»-i)-f  C^,(»-i) 

+ +Coi/of"-<V 

+ +Pn-'i(C,y\+C,{/\+ +  Cn  y'n  ) 

+Pn  ('C,f/,+C,{,vl-.....+C«  y«  )=Q. 
ossia  : 

-f  C,[P,y/'>J+P,!j,<"-^H-.....+Pnì/,] 
+C,[P,y,M+P,i/,("-^'+.....+Pnyt] 

Tutte  le  espressioni  tra  parentesi  quadre,  meno  la  pri- 
ma, sono  nulle,  perchè  y^,y^, ,yn  sono  integrali  della  (3); 

quindi  la  precedente  si  riduce  a: 

C,y.'"-';+C',j//'-')+ +C„  V»  ^-')=2-.  (6) 

Le  (5),(6)  determinano  generalmente  (*)  un  unico  siste- 
ma di  espressioni  per  le  C: 

C\'=^/^X  6^=+/.rJ, C\  =  ^nfxX 

(la  cui,  integrando  e  ponendo: 


/^ 


f\fi  Cx)dx=òi  (xj, 
segue  : 


(*)  Farebbe  eccezione  il  caso  (v.  art.  114)  in  cui  il  wronslciano  delle  n  funzioni 
r  , ,  y^  fosse  nullo  pur  essendo  le  funzioni  linearr 

caso  però  non  può  verificarsi  per  le  funzioni  ordinarle. 


y    ,  y  , ,  y^  fosse  nullo  pur  essendo  le  funzioni  linearroenie  Indipendenti.  Questo 
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dove  le  c,,c„ ,Cn  sono  costanti  arbitrarie.  Quindi  Tinte- 
graie  generale  della  (1)  è: 

e/=e.[/,+e,y,+ +e«  un  +c,y,+c^,+ Kt»  y«  • 

Osservando  che  0,v,+6,.v,+ +e„  ^n  è  un  integrale  parti- 
colare della  (1),  può  concludersi: 

Se  si  conosce  V  integrale  generale  dell'  equazione  ri- 
dotta,  si  pm  ottenere  quello  dell'  equazione  completa  me- 
diante n  quadrature. 

Se,  oltre  all'  integrale  generale  dell' equazione  ridotta, 
si  conosce  anche  un  integrale  particolare  dell'  equazione 
completa,  si  ottiene  V  integrale  generale  di  quest'  ultimo 
aggiungendo  all'integrale  particolare  noto  di  essa  V  inte- 
grale, generale  dell'  equazione  ridotta. 

3671  Esempio.  g""+2y"—Sy'+bj/=\Qe^. 

L'equazione  ridotta  è: 

y«_j_2(/"-8.7'+57=i0; 
la  sua  equazione  caratteristica  è  : 

^^*  +  2r2— 8r  +  5=0, 
ed  ha  le  radici: 

l,l,-l-r2ì,-l-2t. 
L'integrale  generale  dell'equazione  ridotta  è: 

y:^C^e^-^C^xe^'\'C,e-''cos2x+C^e-^'sen2x. 
Il  sistema  (5),  6)  dell'art,  precedente  diviene  quindi  : 
C^'ex + C^xe^-]  '  C,'e-'^cos2.r+C^e-^sen2x=^, 

C^'e'^+C^(x+\)e^'-]-C^e-^^-2sen2  r.--cos2x) 
+C^e-  '^(—sen2r-\'2cos2x  )  =0, 

c;e^+C^(o'^2)e^-\-C;e-^(Asen2x'''Ìcos2x) 
-hC^'é?--'/  -  *òsen2x—^cos2x)=^, 

C.'e^-^CiCx-^iìe-'^-C^le-^'CisenZx+WcosT^) 
4-C,V^-'r  1  \sen2x—2co^^)  =16(?«^. 
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Risolvendo  sì  ottiene  : 

(la  cui  (art.  177,178)  : 

Ci  =«-.(2r— l)^'^+ci  , 

C3  =  ,ò^8^(26'^w2.t7+3cOs2j:;>f  C3  , 
lo 

C4  «=  -:5^3jj^;ì5^^2x— 2cos2j?j+C4  . 
lo 

L' integrale  generale  dell'  equazione  completa  è   dun- 
que: 

?/^— (2j?— l>'^+ri  e^+yZe^-^-ci \xe^ 

+   T7:é?^(3.s^n2a?— 2ros2a;j+a.  U-^só^^ar, 

ossia,  latto  tutte  le  riduzioni: 

y=  -^  ^*-^+ci  éJ-^+Cì  xe^-\'C%  e-^cos2x+Ci  e-^sen2x. 

lo 

Sistemi  d'  equazioni  simultanee. 

3()8.  Abbiansi  due  equazioni  differenziali  ordinarie,  con- 
tenenti due  l'unzioni  y,3  di  x,  cioè: 
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Denotando  con  p  il  maggiore  dei  due  numeri  ^n,  rm . 
con  q  il  maggiore  dei  due  numeri  n,  n\  ,  queste  equazicH 
ni  si  possono  scrivere: 

convenendo  che  non  tutti  gli  argomenti  debbano  figurare 
effettivamente  in  ciascuna  delle  funzioni,  ma  che  tulli 
debbano  entrare  neir  una  o  neir  altra  di  esse. 

Si  dice  che  le  (1)  costituiscono  un  sistema  d'  ordine  p 
rispetto  ad  y  e  d'ordine  q  rispetto  a  z. 

Deriviamo  le  (1)  q  volte  rispetto  ad  ce.  Le  2q  equazioni 
ottenute,  insieme  alle  (1)  stesse,  costituiscono  un  sistema 
di  2(/+2  equazioni  contenenti  le  seguenti  quantità: 

Prese  2q+\  di  queste  equazioni,  potremo  in  generale  ri- 
solverle rispetto  a  ^  ed  alle  sue  derivate;  otterremo  così  : 

ed  altre  relazioni  sulle  quali  non  occorre  arrestarci.  Eli- 
minando invece  -s-  e  le  sue  derivate  fra  tutte  le  2q-\-^ì  e- 
quazioni,  si  otterrà  una  relazione  della  forma: 

Come  si  vede,  questa  ò  un'equazione  d'ordine  p-\-q. 
Se  sappiamo  trovarne  Y  integrale  generale: 

introducendo  nella  (2)  questa  espressione  e  quelle  che  se 
ne  deducono  con  derivazioni  successive,  si  otterrà: 

^=V(^^,C|,    Ci,...,    Cp^q).  (4) 

Le  (3),  (4)  costituiscono  il  sistema  integrale  del    siste- 
ma (1). 

Può  concludersi  dunque: 
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U integrazione  del  sistema  {!)  può  ridursi  all'inte- 
grazione d'  un'  unica  eqica^ione  d'ordine  p+q;  il  suo  si- 
stemi integrale  (3),  (4)  contiene  p+q  costanti  arbitrarie. 

Analogamente  può  stabilirsi  che: 

U  integrazione  d' un  sistema  di  h  equazioni  con  h  va- 
riàbili dipendenti  si  riduce  a  quella  d'  un'  unica  equa- 
zione il  cui  ordine  è  la  somma  degli  ordini  del  sistema 
rispetto  alle  h  funzioni  che  figurano  in  esso.  Questa  som- 
ma rappresenta  pure  il  numero  delle  costanti  arbitrarie 
che  entrano  nel  sistema  integrale. 

J369.  Esempio. 

iZ+oy+z-e^^M),  y— j^+33:-^«^=dO.  (I) 

Deriviamo: 

i/''+6//+^'-^*==0,  j"— ^'+33'— 2^8aT=0.  (2) 

Dalla  prima  delle  (1)  si  ricava: 

s=^—y'-hu+e^.  (3) 

Inoltre  eliminando  3,3\:ì"  tra  le  (1),  (2)  si  ottiene: 

L' integrazione  di  questa  equazione  si  riduce  (art.  3(M, 
;566)  alla  risoluzione  d' un'  equazione  algebrica  del  2.^^ 
grado  e  a  due  quadrature.  Applicando  i  metodi  esposti, 
si  ottiene: 

4  1 

2/=  25  ^'  ""  30  ^^  +r^i  +  (h  x)e-^.  (4) 

Di  qui  segue: 

lf=^e^-^^e'^M-^Cx+(\-^\x)C%)e'-^^, 

quindi  dalla  (3): 

1        .   7    • 
^=  gT  e*  +  -  ^«a»  f  r-  Ci  -  (\+x)  (h  Je-^.  (5) 
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Le  (4),  (5)  costituiscono  il  sistema  integrale  del  siste- 
ma dato. 

370.  Invece  di  ridurre  un  sistema  d' equazioni  ad  un'u- 
nica equazione  d' ordine  superiore,  si  può  aumentare  il 
numero  delle  equazioni  diminuendo  gli  ordini,  e  più  par- 
ticolarmente ridurre  il  sistema  ad  uno  di  primo  ordirif 
rispetto  a  ciascuna  delle  variabili  dipendenti. 

Riprendiamo  il  sistema  (1)  delFart.  368,  e  introducian». 
oltre  alle  y,z,  altre  p-lg^— 2  variabili  dipendenti  .vi  ,  .Vi ,..- 
2/p-i,Ji,  2i  ,...,3:^-1  definite. dalle  seguenti  relazioni: 

Si  ha  allora  il  sistema  di  p'\-q  equazioni: 

^'— {/i  -=  0,  \f\  —  y%  =0, ,?/p-2  —  f/p-i=0, 

2'— 2,    =  0,  Z\  —  za   =>0, ,Z\-Ji  —  Zq^\=0, 

il  quale  contiene  le  p+y  funzioni: 

ed  è  del  primo  ordine  rispetto  a  ciascuna  di  esse. 

Dunque:  Un  sistema  di  due  equazioni  con  due  *:v- 
riafjiU  dipendenti^  degli  ordini  p  ^  q  rispetto  ad  e^-'\ 
può  trasformarsi  in  un  sistema  di  p-f  q  equazioni  r^. 
p+q  variabili  dij)cndenti,  del  primo  ordine  rispetto  n 
ciascuna  di  esse. 

Analogamente  :  Un  sistema  di  h  equazioni  con  h  c^i- 
riabili  dipendenti,  degli  ordini  pi  ,  pi  ,...,ph  rispetta)  n-' 
esse,  può  trasformarsi  in  un  sistema  di  pi  4-p2 -4-.-.-+p. 
equazioni  con  altrettante  variabili  dipendenti,  del  p-riffì'> 
ordine  rispetto  a  ciascuna  di  esse, 

371.  Il  teorema  delT  art.  precedente  riduce  lo  studio  Ca 
qualunque  sistema  d'  equazioni  simultanee  a  quello  d'  ur 
sistema  di  primo  ordine. 
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La  forma  generale  d' un  sistema  di  primo  ordine  è  : 
F^  (x,  u\  ,  u%  , Un,  n\  ,  u\  , ,  w«>=0, 

Ft  (so,  U\  ,  Ut  , ,  Un ,  m'i  ,  U'%  , ,  W'n>=*, 

Fn(x,  U\  ,  Mi ,  Un  ,  U'i  ,  U't  , ,  u'n)==0. 

Può  imaginarsi  un  tale  sistema  risolto  rispetto  alle  deri- 
vate delle  variabili  dipendenti ,  cioè  ridotto  alla  forma 
normale  : 

W,'  ■»  91  r^J»  Wl  ,  M2  , ,  Un  ) 

Ut  =  91  r*^,  Wl  ,  W2  , UnJ   I 

\' 

w»  '=  9n  f^^'>  *^i  >  ^«  » »  w»  ; 

od  anche: 

dx  duì  dut 


(1) 


1       91  0^>  ^1  *  WS  , ,  Un  )         <pi  (X,  U[  ,  Ui  ,....,  Un  ) 

~9n(0(^,  IH  ,  Wi  , ,  Un) 


,(2) 


forma  notevole ,  perchè  in  essa  è  scomparsa  ogni  distin- 
zione essenziale  tra  variabile  indipendente  e  variabili  di- 
pendenti. 

Fu  dimostrato  C^)  che  un  sisteina  della  forma  (1) ,  in 
cui  le  9  sono  funzioni  continue,  ammette  sempre  sistemi 
integrali. 

Il  sistema  integrale  generale  del  sistema  (1)  ha  (art.  368) 
la  forma: 

ux=^x(x,  Ci,  Ca, ,  Cn), 

Ui  =  <lfi(x,  (7i,  Ci ,C„J, 


Wn=  ^nfX,  Ci  ,  Cz  , ,C„;; 


f)  V.  le  citazioni  nella  nota  air  art.  324. 
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csso  può  anche  iniaginarsì  risolto  rispetto  alle  C: 

Ti  (X,  U\  ,  Ul  , Un)=C\ 

i'a  (X,  U\  ,  U^  , ,  Un)=^C%     I 

\ 

'^n(Xy  Ili  ,  IH  , ,  nn)=Cn 

0  qui  pure  non  v'  lia  più  alcuna  distinzione  tra  varialà!'. 
indipendente  e  variabili  dipendenti. 

Volendo  enunciare  il  risultato  a  cui  siamo  giunti  ìli 
modo  che  di  tale  distinzione  non  v'abbia  più  traccia,  di- 
remo che:  Il  sistema  integrale  (V  un  sistema  di  far  ut  ^ 
normale  di  m— 1  equazioni  simultanee  fra  m  variahili: 

dzi  dzj ^ 

Oi  (zi  ,  Z2  , ,  Zm)  6«  (zi  ,  Z2 ,  Zm)  / 

i-i 
dZm ^ 

"^ ""     6m(Zl,Z2, ,  Zm) 

consta  di  m — 1  equazioni  contenenti  altrettante  costn,- 
arbitrarie  : 

0)1       (zi  ,  Z2  ,  Zm)==Cl  \ 

W2       (zi  ,  Z2 ,  Zm)==C2  f 

\ 

Wm-l(Zl  ,  Z2  , ,  Zm)==Cin— 1 

372.  Dato  un  sistema  della  forma  (4)  dell* art.  pren- 
dente, integrarlo  significa  adunque  trovare  le  corrispon- 
denti r/i— 1  funzioni  wi ,  (oì  , ,  w^-i.  La  ricerca  di  tali  fun- 
zioni suol  farsi  come  segue. 

Sieno  «1 ,  «2 , ,  «m,  pi ,  ^2 , ,  pm  2m  funzioni  delle  j,  ! 

quali  soddisfacciano  alle  condizioni  seguenti: 

aj  a\  dz\  +«2  d^i  +-+«m  rf^m  6  Pi  dz\  -\-  p2  d^i  +..-f-p«^/: 
sono  due  differenziali  esatti  ; 
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b)  Posto  : 

a\  dz\  +  ai  dZi   \r +  «m  rf-m  =  dP(z\  Z%  , ,  2mj, 

pi  rf^l  +  Pi  d?8  + +  pm  rfjm  =  C/Opl  ,  22  y ,  Zvi)y 

si  ha: 

«1  Oi  +  ai  Oi  + +  «m  Om  =  ii.rAQ;, 

Pi  Ol  +  pi  Ot  + +  pm  Om  =  vfP,Q;. 

Si  ottiene  allora  come  cons  guenza  del  sistema  dato: 

di     ^    dQ 
VJ(I\Q)       yj(P\Q)  ' 

equazione  a  due  sole  variabili,  che  integratii  ci  dà: 
Scrivendo  : 

'3fP(Z\  ,  Zi  , ,  3m),   Q(2\  ,  Zi  , ,  Zm))=^\  f*1  ,  H ,  Zm), 

una  delle  equazioni  integrali  cercate  sarà: 

Wi  (Zi  ,  J2  , ,  Zfn)=Q\  (*).  (1) 

Il  differenziale  rfwi  differirà  soltanto  per  un  fattore  dalla 
espressione  : 


n  Un  caso  pia  semplice,  e  che  si  proseota  spasso,  ò  quello  in  cui  h\  possono 
trovare  m  funzioni  a  ,a  ,...  ,a_,  tali  che: 

a}  a  (ix  4-s  dz  +....-ft-a^ds.„  sia  un  dilTerenziale  esalto  cfu; 

'flit  fn    m — 

Allora  li  ha  : 

11  m        . 

ne  segue  du>=0,  quindi  un  intetjrale  del  sisieinu  ò  u=6\ 

VirAim»  C^feofo  Infinitétimaté  S3 
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cioè,  indicando  con  p  una  certa  funzione  delle  »,  sarà: 

da  cui  : 


e  per  conseguenza: 

|«o.  r? 


tu  OfOi  I       ***  ***  I 

s  ^e,-  =  p  vS  a.  e,-  — >i  S  P,  6c   h 


Dopo  ciò  introducasi  in  luogo  della  variabile  Zì  una  nuov^ 
variabile  u\  definita  dalla  relazione  : 

wi  =s  wi  (zi ,  Si  , ,  ^ot),  iS 

dalla  quale  supponiamo  si  ricavi: 

Z\  =  X\(Ui  ,Zty  Zi  , ,  Zm). 

Dalla  (3)  segue  : 

dm  =  2  ^dzi , 
i^ì  7>zi 

e  quindi  si  ha  dalle  (4)  dell'  art.  precedente  : 

dui  djTt  ^  dZfn 


che,  in  virtù  della  (2),  si  scinde  nelle  due  seguenti: 

du\  ^  0, 

dsi  dzz  àl^m 


6i  (h  ,  Sì  , ,  Jfn)     63  (X\  ,  Z2  ,....,  Sm)      ^m(U  ,  *i  .......  SmJ 
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La  (4)  ci  dà  senz'altro  u^^C^.  Le  (5)  costituiscono  w  sì- 
stema  di  m— 2  equazioni  con  m  -1  variabili,  giacché  in 
esse  la  w,  figura  soltanto  come  un  parametro. 

Poiché  t(\  deve  considerarsi  coinè  una  costante,  si  suole 
evitar.6  nella  pratica  V  introduzione  di  questa  nuova  let- 
tera, e  si  scrive  invece  C,.  Adottando  questa  lieve  sempji- 
Hcazione,  un  integrale  del  sistema  (5)  potrà  scriversi  : 

Da  questa  relazione  si  ricaverà: 

e  la  relazione  stessa  ci  permetterà  di  ridurre  il  sistema 
(5)  ad  uno  analogo  con  una  variabile  di  meno.  Cosi  con- 
tinuando ,  verremo  ad  ottenere  un  sistema  d'  integrali 
della  forma  seguente  : 

W,      f^l  ,  ^i  , ,  2m)—Ci  , 

0/C|  ,  a« , ,  Zm)-^Cl  , 


Poniamo  : 

Q,     ("  0),  ,  2^  ,....,  2„  ^  =  ft>,  (  J,  , ,  Zm)y 

Oi      r  «^1  ,  «*>,.  •?!  V...,  ^m)  =  0)3  (Z^  ,  ....,  Zm). 


il  sistema  integrale  sarà: 

tO|       C^l  ,  22  ,....,,  ZmJ  =  Ci , 


fO,n— l(Jl  ,  22  , ,  Zm)  ^^  Cm—U 
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373.  Esempio. 

dx     dy      ^     dz 

dove  p,  q,  r  sono  3  costanti.   Dal  sistema  si  ha  immedia- 
tamente : 

dx  dy     _      dz pdx+qdy-H^dz 

ry-^qz      pz—rx       qx^py  0  ' 

quindi  : 

e  integrando  : 

px+qy+rz=C\,  (1) 

che  è  un  primo  integrale.  Di  qui  si  ricava: 


u^-AC\^qy--rz\ 


quindi  i  due  ultimi  membri  del  sistema  proposto  ci  dann^c 
dy dz^ 

pZ'-^\C\ -^  qy  -  rz)    Hcx^qy^rzJ—py 

ossia  : 

[qC\  —(p^  +  q^J  y—qrz]dy+[rCi  —qry-Cp^  +  r«  >]djr=0, 

È  facile  verificare  che  quest'  equazione  è  differenziale  e- 
satta  (art.  331);  il  suo  integrale  è  : 

Ci  (qy+rzì-'^jCy^  +  zyj-j(qy+rz/  =C,, 

Quindi  un  secondo  integrale  del  sistema  proposto  è  : 

»'  1 

(px+qy+rz)  fqu+rz)^^  (tj^  +  z^  )—^(qy+rz)^  =C;.    (2i 
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ìfi  afl 
Questo  integrale,  aggiungendo  e  togliendo^^-^,  può  scri- 
versi così: 

ossia  : 

o  ancora,  tenendo  conto  della  (1)  e  ponendo  —j^C^^—ZC^^-C: 

a:«  +  ^2  +  ^2  =-.  a  (3) 

Il  sistema  integrale^  invece  che  dalle  (1),  (2),  può  adunque 
considerarsi  costituito  dalle  (1),  (3). 

374.  L'integrazione  del  sistema  (2)  dell'art.  371  si  sem- 
plifica alquanto  nel  caso  in  cui  le  funzioni  9  non  conten- 
gono X.  Infatti,  scrivendo  in  questo  caso^tj,-  (u\  ,u%,...,,Un) 
in  luogo  di  9i  (x,  Uì ,  Ut , Un),  il  sistema  diviene  : 

,  _^ du\ dv^ \ 

tjl  (U\  ,  U\  ,...., Un  f^-rti  (U\  ,  V^  ,...,,Un  )l 
IQn  (U\  ,U2  ,...,  Un  )'  / 

Togliendo  il  primo  membro,  si  ha  un  sistema  di  n— 1  e- 
quazioni  ad  n  variabili.  Sia: 

W|        (Ui  ,  U%  , ,  Un)  =  Cl 

W2       (Ui,lù%, ,Un)—Gt         / 

(2) 

\ 

COn-lfWl,Wj, ,lCn)^Cn^ 

il  SUO  sistema  integrale;  e  supponiamo  che  dalle  (2)  si 
ottenga  : 
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U\       =Xi       (  C\  ,  Ct  , ,Cn-1,  Un  )  , 

2/2       =\t       (C{  ,  Ct ,0«-i,  ICn  )  . 

Vn-X  =»  X«_l  (  C\  ,  Ci  , ,C»-1,  M„  ;. 

Si  avrà: 


da7=- 


dUn  6fUn 


e  integrando  : 


^-/. 


a(C\  ,   C't  , ,   6'»-l.  «a  ) 

Poniamo  : 

a(Ci  ,  C«  , ,  C„_i,  Un  ) 

il  sistema  integrale  del  sistema  (1)  sarà  costituito    dal!*^ 
(2)  e  dalla: 

a?— t(&3|  {U\  , Iln  ) ,W,i-i(;«|  ,....,  Un  ),Wfi  )^^6^i»  . 

375.  \jn  caso  particolare  notevole  è  quello  in  cui  le  i 
sono  Funzioni  lineari  delle  u,  cioè: 

x\i  (ii\ ,  ui ,  Un  )-^-Ui\U\  -h  anuì  + +a:nWft  +6i     (£=il,2,...;. 

In  questo  caso,  indicando  con  yi  >  T-'  ,.....^T»  '^  costanti  in- 
determinate, si  ha  : 

,.,_  TI  (i^\  + +  "XndUn 

2  (ri  au\- +XnanOui  +(ri  b\  + -hcnlM  ) 

t=i 
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Perchè  i!  secondo  membro  sia  un  differenziale  esatto,  è 
necessario  che  il  numeratore  di  esso  sia,  a  meno  d*un  fat- 
tore costante,  il  differenziale  del  denominatore,  cioè  che  sia: 

TI  ""  Ti  T*  """ 

denotando  k  il  valore  comune  di  questi  rapporti.  Affinchè 
tali  relazioni  possano  sussistere,  dev'  essere  : 


a\\ — k       ojM 


Otti 
dnt 


a\n 


OSfi 


Onn—k 


=0. 


Se  le  radici  di  quest'  equazione  sono  tutte  reali  e  di- 
stinte, indicandole  con  Ai ,  kz  ,....„  An ,  a  ciascuna  di  esse  hi 
corrisponderà  un  sistema  di  rapporti  di  valori  Tti,Ta»->Y«« 
che  soddisfanno  alle  (2),  e  si  avrà  integrando  la  (1)  : 

a?-^^(^{TiiWi  + +  TfnW»-Kf  )+^i  (i=^l,2,....,n), 

dove  si  è  posto  : 

^  ^  ^  (tabi  + +  yinbn  ), 

ossia,  scrivendo  — ^  Ig  d  in  luogo  di  C,  : 

ni 


da  cui  : 


%  [^  (rn  wi  + +  tmw»  +  ai)^lg  Ci  1, 


Ci  e  *t«  =Tfi  wi  + +  T<«  Wn+  *f . 
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Il  sistema  integrale  è  dunque: 

TM  wi  + +  ri»  w^  4-  ^i  =  ^'i  e^'i  ^  , 

T«i  wi  + +  Y;?„  Un  +  ^t  ^  C^e^t^  , 

T/»i  Wi  + +  Trt»  i^«  +  ^"  -^  <^w  ^  *'ii  *. 

Devr^  osservarsi  del  resto,  che  nel  caso  considerato  la 
integrazione  del  sistema  si  riduce  (art.  308)  a  quella  di 
un'  equazione  lineare  omogenea  a  coefficienti  costanti. 

1376.  Esempio. 

ossia  : 

dif  dz 

L'equazione  in  A  è: 

0^^7-/c,(5    ft)-3.1-=/i-«-12Ar+32-(A--4)(A— 8); 
le  sue  radici  sono  4  e  8.  Il  sistema: 

Tri  +  r*  =^  ^Ti  »   '^Ti  +  ^^(i  "^  *r2 

ci  d«\  per  le  due  radici  rispettivamente  fi  ---— 3yi  e  Yj-^Ti- 
quindi  il  sistema  integrale  è  : 


H)  Egr AZIONI^  a  derivate  parziali 

Equazioni  a  differenziali  totali. 

Ji77.  Prima  di  entrare  nella  teorìa  delle  equazioni  a  de- 
rivate parziali,  dobbiamo  lar  cenno  d'  un  tipo  speciale  di 
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equazioni,  dette  equazioni  a  differenziali  totali.  La  loro 
forma  generale  è: 

Pi  dxx  +  A  dxi  + +Pn  dxn  =  0,  (1) 

dove  le  P  sono  funzioni  qualunque  delle  n  variabili 
Xì  ,x%y ^n.  Un'equazione  di  questo  tipo  si  ottiene  dif- 
ferenziando una  relazione: 

9(^i  ,a^, ,  a7n^  =  C;  (2) 

ma  non  è  altrettanto  vero  che  per  qualunque  (1)  esista 
una  relazione  (2)  dalla  cui  differenziazione  essa  possa  ri- 
tenersi originata.  Se  ciò  è,  si  dice  che  la  (1)  è  completa- 
mente integrabile ,  e  si  chiama  la  (2)  il  suo  integrale 
generale. 

Vogliamo  stabilire  {le  condizioni  necessarie  e  sufficienti 
perchè  l'equazione  (1)  ammetta  un  integrale  generale.- 

Dalla  (2)  si  ha  : 

^d;..  +  ^a..+ +  ^rf«^»=0,  (3) 

quindi,  se  (2)  è  T  integrale  della  (1),  il  P  membro  della  (3) 
deve  coincidere  col  1"  membro  della  (1)  o  differirne  per  un 
liattore. 

Nel  primo  caso  si  dice  che  : 

P[  da\  +  Pi  dxt  -(- 4-  Pn  dxn 

è  un  differenziale  esatto;  le  condizioni  necessarie  e  suffi- 
cienti perchè  ciò  avvenga  sono  (art.  223): 

Nel  secondo  caso ,  detto  X  il  rapporto  dei .  due  primi 
membri,  si  ha: 

P,^X^-,P,  =  X^ ,P„  =  X^ 


9^1  D-Ci '■"       "'O^^- 
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Prendiamo  tre  qualunque  di  (jueste  relazioni  : 


se  no  deduce  : 

QPp     0/\    _0>-    09 2L^=^ir^P    -^p/i 

c)-^r      c)-^P      OXT  7>^^      c)^-p  c)J:-r  ""^Lt)J^r     ^        O^    J 

Moltiplichiamo  le  tre  equazioni  rispettivamente  per  Pz, 
P^ ,  Px  e  sommiamo;  il  secondo  membro  risulterà  nullo, 
e  si  avrà: 

\ 


+P, 


L' insieme  delle  equazioni  (4)  corrispondenti  a  tutte  lo 
terne  di  valori  a,p,r  rappresenta  le  condizioni  necessarie 
perchè  la  (1)  ammetta  un  integrale. 

Le  (4)  sono  in  numero  di  (^\\  però  esse  non  sono  tut- 
te indipendenti  fra  loro. 

Si  considerino  infatti  le  equazioni  corrispondenti  ali».* 
terne  «Py»  «T^»  «5^?^ 
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"Lo^«    'O^rJ      ^Lt>^«      t)^«J 


+P» 


si  moltiplichino  queste  tre  equazioni  rispettivamente  per 
Ps ,  P^ ,  Pr  y  e  si  sommino  i  risultati;  riducendo  e  soppri- 
mendo il  fattore  Pa  si  ottiene  : 

p,  r.^^-  ^^'  I4.  p  [^^  -  ^^^  1 


Può  concludersi  dunque,  che  tutte  le  relazioni  (4)  sono 
conseguenza  di  quelle  tra  esse  che  contengono   una  me*- 
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desima  P,  p.  es.  Pa  .  Il  numoro  delle  condizioni   indipen- 
denti resta  così  ridotto  a  P'7^)(*)- 

378.  Dobbiamo  dimostrare  che  le  condizioni  trovate  ci> 
me  necessarie  sono  anche  sufflcienti. 
Sia  data  T  equazione  : 

Px  dxx  +  Pz  dxt  + +  P«  dxn  =  0,  (1 

per  la  quale  sieno  soddisfatte  le  condizioni  dell'art,  prec^ 
(lente.  Integriamo  T  equazione  ; 

Pn-  \  dXn^\  4-  Pn  dXn  =«  0, 

considerando  Xi ,  a.^  , ,  a7„-o  come  costanti.  Nel  suo  inte- 
grale jBgureranno  in  generale,  oltre  le  xn  -i,  xn  ,  anche  le 

^\ ,  ort ,  Xn-%  e  in   luogo  della  costante  arbitraria  vi 

sarà  una  tunzione  arbitraria  di  queste  variabili;  sicché  lo 
integrale  avrà  la  forma: 

f(X\  ,  Xt  , ,  Xn  )=^0v{  ,x% , ,  arn-j), 

essendo  : 


P„_,  =  X-?-^,    Pn  =  X-^^    .  (2Ì 


Poniamo  : 


^''  ~  ^  ~^Ì~  =  ^^'     ^'^^'^' '"~^>=  ('^' 


n  Per  mostrare  che  queste  cundizioni  sono  di  fatto  iodipendenti,  basta  citare 
un  esempio  in  cui  tutte  sono  verificate  meno  una. 
Abbiasi  l'equazione  : 

Qui  : 

n=4,  P^  =  Pjj  =  />3  =  1,  P^  =  ìTj  4-  a?2  ; 

ed  ò  facile  riscontrare  che  le  condizioni  corriapoudenti  alle  terne  113,124  sono  ve- 
rificate, mentre  non  lo  ò  queiia  relativa  alia  terna  184. 
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la  (1)  diverrà  : 

' K...+X  (  Qn-J  +  y^^)dXn^f^X^^—dXn^X+X^^Xn  =0, 

ossia  : 

Q,rfa7+0,da?,+ +0«-jdr„-H-d/M).  (4) 

Così  abbiamo  ridotto  un'  equazione   ad  n  termini  ad  una 
ad  n— 1  termini.  Riguardo  a  quest'  ultima  dimostreremo  : 

a)  Che,  considerando  /"come  una  nuova  variabile,  Io 

Q  sono  funzioni  delle  x^,x^, ,a'«-i,/;  per  modo  che  la  (4) 

è  un'  equazione  ad  n— 1  variabili; 

b)  Che,  se  le  condizioni  d' integrabilità  sono  soddisfatte 
per  la  (1),  esse  lo  sono  anche  per  la  (4). 

Scriviamo  la  condiziono  d' integrabilità  della  (1)  rela- 
tiva agli  indici  i,  n—l,  n,  dove  i  denota  uno  dei  numeri 
l,2,....,w— 2,  supposta  sempre  lecita  l'inversione  dell'ordine 
delle  derivazioni: 


<^-«')( 


oY     ,    9^      or 


-X    - 


OY  ox         or    \ 


7)Xi  "d^n  Or»  Oa?.  0-3^n  OaJn  '  / 
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Fatte  le  riduzioni,  si  ottiene: 

00.         ^f  "OQi 


ossia  : 

à(Qi .  fj 


=0, 


dfa?fl-i,  a?ii>) 


donde  segue  (art,  20(>)  che  O  è  una  funzione  dì  f  e  delk 
restanti  variabili  a?j,rr, yX^t'. 

Ui  =  rii  {x^,x^ ^os^z/J^  <^) 

Cosi  è  provato  il  primo  asserto. 
Scriviamo  ora  la  (4)  così; 

e  consideriamo  la  condizione  d'  integrabilità  della  il' 
relativa  agli  indici  ijì,n,  dove  i  ed  h  sono  due  dei  numeri 
1,2, ,n— 2.  Essa  6  : 


Y_.^+0.  ){x     ^'^      U   ^"    J     ^^      -^ 


\    "d^h  /\       t)^t  7)^n  7>^i  O^Tii  Oj?,-  'DJP» 


"d^n  Drn  "OXi  "OXn 


c)«^»    \    Oj:,  OcrA         0j:'a        O^h     7>Xì        7>arh 
Ox,-  Ojta  c)x,  0«^/,-        Ojta       O»        /^ 
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ossia: 


1=0. 


Ora  segue  dalle  (5)  : 

J 

quindi  la  precedente  si  riduce ,  con  qualche  semplifica- 
zione, a: 

È  facile  verificare  che  la  (7)  è  la  condizione  d'integra- 
bilità della  (6)  corrispondente  ai  termini  /,/i,n— 1.  Perciò, 
sussistendo  la  (7)  per  tutte  le  coppie  indicate  di  valori  di 
i,h,  sussistono  (art.  377)  tutto  le  condizioni  d' integrabilità 
della  (6),  come  si  voleva  dimostrare. 

Dalla  (6)  si  può,  con  un  processo  analogo  a  quello  ado- 
perato, passare  ad  un'equazione  adn-2  termini.  Cosi  se- 
guitando, si  giungerà  infine  ad  un'equazione  a  tre  termini 
per  la  quale  sarà  soddisfatta  la  condizione  d'integrabilità,  e 
applicando  alla  quale,  un'ultima  volta,  il  processo  svilup- 
pato, si  otterrà  un'equazione  a  due  variabili  e  a  due  ter- 
mini, la  quale  ammette  sempre  (sotto  le  solite  restrizioni) 
un  integrale. 

Dunque  le  condizioni  trovate  sono,  oltre  che  necessarie, 
anche  sufficienti. 

È  da  osservarsi,  che  la  nostra  dimostrazione  non  ha 
soltanto  valso  a  stabilire  V  esistenza  dell'  integrale,  ma  ci 
ha  insegnato  anche  il  modo  di  ottenerlo ,  come  si  vedrà 
meglio  dall'  esempio  che  segue. 

379.  Esempio. 
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È  facile  verificare  che  le  condizioni  d'integrabilità  sod»i 
soddisfatte. 

Dopo  ciò,  si  cominci  ad  integrare  V  equazione  : 

considerando   .r,    ed  a?,  come   costanti.    L' equazione  pu 
scriversi  più  semplicemente  : 

x^dcc^'^rx^dx^=0, 
e  il  suo  integrale  è  : 

Si  ha  quindi: 

0  per  conseguenza  : 

u-,+^.        «1    t-i-   3       *^  ^,^^a;,  a:,+x^ 

Pertanto  siamo  ridotti  all'  equazione  a  3  variabili: 

-^_^-dx,^--^^dx,+dr=0.  (V 

i;  equazione  formata  dagli  ultimi  due  termini    di  questa 
può  scriversi  : 

df  dx^     ^^ 

il  suo  integrale  è  : 

Indicando  con  J,  "k,  lì  le   espressioni  corrispondenti    n*^l 
.  caso  attuale  alle  precedenti  f,  X,  Q,  si  ha: 
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quindi  X=»,+ar„  e: 

L' equazione  ridotta  è  dunque  : 

e  il  s  10  integrale  è: 

Quindi  r  integrale  dell'  equazione  (1)  è  : 

ossia  : 

e  quello  dell'  equazione  proposta  : 

Generalità  sulle  equazienl 
a  derivate  parziali  del  primo  ordine  (*)* 

380.  Se  ^  è  una  funzione  di  w  variabili  a^pO?,, ,  i»n,  le 

sue  derivate  parziali  prime  rispetto  a  queste  variabili  si 


(*)  Crediamo  inutile  faro  un  cenno  speciale  di  certe  equailonl  a  derivate  par- 
ziali che  si  riducono  immedlaianiente  ad  equazioni  ordinarle.  Tali  sodo  p.  ea. 
quelle  cbe  contengono  le  derivale  della  variabile  dipendente  rispetto  ad  una  sola 
delle  variabili  Indipendenti.  Un'equazione  dì  questo  tipo,  p.  es.: 

0«  0%  0% 


si  integra  come  un'equazione  ordinaria,  saUvp  solamente  a  sostituire  alle  costaaU 
arbitrarie  altrettante  funzioni  arbitrarie  della  y. 

TiTAmit  Cisfeoli  Jmfinil§9imal$  U 
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sogliono  denotai'e  con  Pi,Pt, ,pn .  Si  pone  cioè  : 

Nel  caso  speciale  in  cui  z  è  funzione  di  due  sole  varia- 
bili, queste  si  denotano  per  lo  più  con  w,  y,  e  le  derivate 
parziali  con  p,  q\  cioè  : 


Ciò  premesso,  abbiasi  una  funzione  di  n  variabili  con- 
tenente n  costanti  : 

z^H(co^,x^, ,a?„  ,  C^,C\ ,Cn  /  .  1  ! 

Derivando  rispetto  alle  singole  variabili,  si  ottiene: 

ed  eliminando  (7„6\, ,(7nfra  le  (1),  (2): 

che  è  MXì  equazione  a  derivate  parziali  del  primo  ordin^\ 

La  (1)  dicesi  integrale  completo  della  (3),  ed  ogni  fun- 
zione ottenuta  da  essa  dando  valori  speciali  alle  costanr. 
arbitrarie  si  dice  un  suo  integrale  particolare. 

Anche  nel  caso  attuale  si  presenta  la  questione  di  deter- 
minare n  funzioni  delle  x  tali  che,  ponendole  in  luogo  di 

C,,6V ,6n,  il  secondo  membro  della  (1)  sia  ancora  un 

integrale  della  (3). 

Tali  funzioni,  che  denoteremo  senz'altro  con  C„<7„....,Cb  , 
essendo  cosi  assoggettate  ad  una  condizione,  potremo  sot- 
toporle ad  altre  n— 1  condizioni  da  scegliersi  a  nostro  ar- 
bitrio, purché  non  contraddittorie. 

Neiripotesi  che  le  C  sieno  funzioni  delle  a?,  si  ha  dalla  (1): 
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Stabiliamo  per  Le  C  le  ?i— 1  condizioni  arbitrarie  : 

le  (4)  divengono: 

^'*      0-rt.     OC,  OCn "^OC,  0^„  "*■ "^0C„  ^J-n  '  ^  ^ 

Ora  noi  possiamo  imagi nare  la  (3)  ottenuta  ricavando 
6\,C,, ,Cn  dalla  (1)  e  dalle  prime  7i— 1  delle  (2)  e  intro- 
ducendo le  espressioni  trovate  neirultima  delle  (2).  Poiché 
dunque  la  (1)  e  le  prime  n-1  delle  (2)  conservano  la  pro- 
pria forma  anche  se  le  C  sono  variabili,  purché  soddisfac- 
ciano alle  (5),  le  espressioni  delle  C  ricavate  da  esse  sa- 
ranno le  stesse  di  prima;  e  quindi,  perché  la  introduzione 
(li  tali  espressioni  nella  (7)  conduca  ancora  alla  (3),  do- 
vranno le  C  soddisfare  alla  condizione  : 

Concludendo:  Le  funzioni  C,,C, ,Cn  rendono  la  (1)  un 

integrale  della  (3),  se  soddisfanno  alle  condizioni  (5),  (8), 
cioè  alle  : 

Le  (9)  sono  n  cquazi(jiii    lineari   omogenee   rispetto  a 

"OH  7)H      OH  ^   .  ,  . 
-7Z7ry-^7T^">7^~'  Perche  esse  possano  coesistere,©  dev  essere: 

0^^,      7)11     r.  'dff      ^ 
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oppure  deve  essere  nullo  il  determinante  del  sistema,  doè: 

d(C^,C^, y^^)  ^^  (11) 

d(x,,x^, ^n) 

Nella  prima  ipotesi  le  (10),  in  generale,  determinano 
pienamente  le  C  come  funzioni  delle  x.  Più  semplicemente, 
si  possono  eliminare  le  C  fra  le  (1),  (10),  e  si  ottiene  cosi 
un  integrale  che  non  ha  alcun  elemento  arbitrario  ma 
che  non  può  dedursi  dall'integrale  (1)  dando  alle  C  va- 
lori costantii  Esso  dicesi  integrale  singolare. 

Nella  seconda  ipotesi ,  risulta  dalla  (11)  che  (art.  20'j) 
tra  le  C  esiste  almeno  una  relazione.  Supponiamo  il  nu- 
mero delle  relazioni  sia  k  (^\)\  e  sieno  queste,  risolte  ri- 
spetto a  Cn-A^l,òn-A+2, ,Cn\ 

Cn^k^i==^i  (C„C^, ,Cn^k)    fl=l,2,....,ft;.  (12) 

Se  le  (9)  si  moltiplicano  rispettivamente  per  dx^yda?^,...,dxn 
e  si  fa  la  somma  dei  prodotti,  si  ottiene: 

relazione  che,  in  virtù  delle  (12),  può  scriversi: 

e  dalla  quale ,  per  essere  le  C„  C„ ,  Cn^k ,  e  quindi  le 

dCi,dC^, ydCn^fcy  indipendenti,  segue: 

(i=i^, ,n— a;      .  ) 

Le  (12),  (13),  che  sono  complessivamente  in  numero  di 
w,  determinano  in  generale  le  funzioni  C.  L'integrale  cor- 
rispondente, che  dipende  da  k  funzioni  arbitrarie  di  n — h 
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argomenti ,  dicesi  integrale  generale.  Esso  assume  n^-\ 

tipi  diversi ,  potendo  h  prendere  i  valori  1,2, ,n— 1. 

Poniamo  : 

H{X^, jXn  ,Cp ,Cn-*,+l  , ,4'Ar>=Q^iV„ ,crn  ,C7j, ,(7»-*/, 

le  (13)  possono  allora  scriversi  più  semplicemente  : 

I  risultati  ottenuti  possono  quindi  riassumersi  come 
segue  : 

Per  trovare  V  integrale  singolare,  si  eguagliano  a  zero 
le  derivate  parziali  dell'  integrale  completo  rispetto  alle 

C„C, ,Cn,  e  s  introducono  nelV  integrale  completo   le 

espressioni  di  Cj,C„ ,Cn  dedotte  da  tali  eguaglianze. 

Per  trovare  V  integrale  generale,  si  pongono  nelV  in-- 
tegrale  completo  in  luogo  di  k(>l)  delle  C,  p.  es.  Cn-k^i, 
Cn-k-t.2, ,Cn ,  altrettante  funzioni  arbitrarie  delle  rima- 
nenti CóCf, ,Cn-k;  poi  si  eguagliano  a  zero  le  derivate 

parziali  dell'  espressione  così  ottenuta  rispetto  a  Cj,C„...., 
Cn-k,  e  s'introducono  in  essa  le  espressioni  di  Ci  ,  Ci  ,...,Cn-.k 
dedotte  da  tali  eguaglianze. 

Riguardo  airintegrale  generale,  noteremo  che  -  salvo 
per  alcuni  tipi  d'equazioni,  come  le  equazioni  lineari  di 
cui  parleremo  tra  poco  —  l'eliminazione  di  Ct,C\„...,Cn-k 
non  può  farsi  in  generale ,  ma  solo  dopo  avere  specializ- 
zato la  forma  delle  funzioni  arbitrarie  ^, 

381.  Ogni  equazione  possiede  infiniti  integrali  completi. 

Infatti  noi  possiamo  in  infiniti  modi  ottenere  un  inte- 
grale completo  diverso  da  quello  da  cui  siamo  partiti, 
mettendo  in  un  integrale  generale  al  posto  delle  funzioni 
indeterminate  altrettante  funzioni  scelte  a  nostro  arbitrio 
e  contenenti  complessivamente  n  costanti  arbitrarie. 

Inoltre  non  c'ita  differenza  sostanziale  fra  integrale  ge- 
nerale e  integrale  completo;  cioè,  dato  un  integrale  ottenuto 
da  un  integrale  generale  specializzando  la  forma  delle  fun- 
zioni indeterminate  che  figurano  in  questo,  si  può  sempre 
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trovare  un  integrale  completo  di  cui  l'integrale  dato  sia 
un  integrale  particolare. 

Consideriamo  per  semplicità   V  integrale  generale  c^«r- 
rispondente  a  A=l  : 

z~H(x, ,a;«  ,6\, ,Cn-^\MCv Cf^\))  . 

ér-^-%^-^  ^^=^''^ '^-^^  ) 

e  l'integrale: 

Z=:H(X^, ,Xn,C„ ,CVi-l,t)CC„ Cn-\)) 

ottenuto  ponendo  in  esso,  in  luogo  della  funzione  indeter- 
minata, la  funzione  speciale  %  Questa  funzione  può  in  in- 
finiti modi  considerarsi  come  dedotta  da  una  funzione  con- 
tenente n  costanti  indeterminate  dando  a  queste  valori 
speciali,  cioè  può  scegliersi  in  infiniti  modi   una  funzione 

^(C^ ,Cn-i,i)„ ,DnJ  (dove  le  D  sono  costanti    indeier- 

minate)  tale  che  sia: 

HC\ ,6^»-1,/v„ fin)=ri(C, ,Cn-0 

le  k  denotando  n  valori  costanti  speciali.  Allora  : 
^=H(x,, ,-r„,C,,....,C„-,,6(6\, ,C„-.i,Z)„ ,DnJ) 

dove  D^,Diy ,A»  sono  n  costanti  arbitrarie,   rappresenta 

un  nuovo  integrale  completo,  e  l'integrale  (1)  è  llntegrale 
particolare  da  esso  dedotto  ponendo: 

2),=A„   i)j=Aj, ,Dn  =k  n. 

382.  Dimostriamo  infine  che,  da  qualunque  degV infiniti 
integrali  completi,  di  cui  si  è  poc'anzi  stabilita  resistenza. 
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si parta,   si  ottiene  sempre  il  medesimo  integrale  sin- 
golare. 

Sia,  come  sempre,  V  integrale  completo  primitivo  : 

^H(x, ,a;„,r,, ,a;,  (1) 

dove  le  C  sono  costanti  indeterminate.  Questa  espressione 
rappresenta  pure  gli  integrali  generali ,  quando  si  sup- 
pongano le  C,  non  più  costanti,  ma  dipendenti  in  modo  op- 
portuno da  un  corto  numero  h  di  funzioni  indeterminate 
di  n— ft  argomenti.  Se  al  posto  di  queste  funzioni  noi  met- 
tiamo altrettante  funzioni  scelte  a  nostro  arbitrio,  purché 
contenenti  n  costanti  indeterminate  D,  le  C  divengono 
funzioni  determinate  delle  x  e  delle  D: 

Ct  =  Y.-  r^i, ^n,D,, ,Dn)    (i^\;l ,n),  (2) 

e  l'integrale  (1)  diviene: 

X=^H(X,, ,Xn  ^r, ,T«>='*'fir|, ^^n  ,!>,! J>nh  (3) 

cioè  ci  dà  un  nuovo  integrale  completo. 

L'integrale  singolare  derivato  dall'integrale  completo 
(1)  si  ottiene  (art.  380)  determinando  le  C  come  funzioni 
delle  X  in  modo  che  soddisfacciano  alle  n  equazioni: 

e  analogamente  l' integrale  singolare  derivato  dall*  inte- 
grale completo  (3)  si  ottiene  determinando  le  D  come  fun- 
zioni delle  X  in  modo  che  soddisfacciano  alle: 

Le  (5)  divengono,  in  virtù  della  (3)  : 

OCr  ^A  +  oc:   OA  +•••"*■  06'7  "OA" ^  (^l^v..n;.(6) 

Ora  le  (6)  sono  evidentemente  conseguenza  delle  (4); 
inoltre,  se,  come  abbiamo  supposto  tacitamente ,  le  n  co- 
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stanti  indeterminate  D  che  figurano  nelle  (2)  non  poss^-oo 
ridursi  ad  un  numero  minore,  non  può  essere  identica- 
mente nullo  (art.  206)  il  determinante  funzionale: 

d(C,,C^, Cn) 


donde  risulta  che  le  (6)  sono  soddisfatte  soltanto  quard< 
lo  sono  le  (4).  Pertanto  i  sistemi  (.4),  (6),  o,  ciò  cheèu 
stesso,  (4),  (5',  sono  equivalenti,  ciò  che  dimostra  Tasserà 

38(3.  Un  integrale  completo,  insieme  agli  integrali  ^y- 
nerali  ed  air  integrale  singolare  che  ne  derivano ,  m- 
presenta  tutti  gV  integrali  dell'  equazione  considerata. 

Si  è  veduto  (art.  380)  che,  se  un  integrale  2=9ra7„j?y..,jnj 
non  può  dedursi  dall'  integrale  completo  : 

z=H(x,,x^, ,ir„,6VC., ,Cn}  [\ 

dando  valori  costanti  particolari  alle  C,  si  possono  deter- 
minare queste  come  funzioni  tali  delle  x  che  sia  : 

^r^^a?,,....,^»  )^H(x,,x^, ,a'«  ,6VC„ ,Cn).  (2: 

Tale  determinazione  si  fa  sottoponendo  le  C  alle  con- 
dizioni (5)  deir  art.  citato,  e  si  trova  che  esse  devono  an- 
che soddisfare  alla  i8)  dello  stesso  articolo,  cioè  che  deve 
essere  : 

Ne  segue  che,  tanto  se  9  è  un  integrale  particolare  (ri- 
spetto all'  integrale  completo  (1)),  come  se  non  lo  è,  si  ha: 

Queste  equazioni  ci  danno  le  espressioni  delle  C  elio 
introdotte  nella  (2)  la  rendono  soddisfatta.  Secondochè  le 
C  risultano  costanti,  funzioni  indipendenti  o  iunzioni  le- 
gate da  una  o  più  relazioni,  può  concludersi  che   T  inte- 
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grale  proposto  è  (rispetto  all'integrale  completo  (1))  par- 
ticolare ,  singolare ,  o   dedotto  da  un  integrale  generale 
specializzando  le  funzioni  indeterminate. 
384.  Esempio.  —  Abbiasi  la  funzione  : 

z=C,x+C,i/-hC\C,  (1) 

contenente  le  due  costanti  indeterminate  C^,C^.  Derivando 
si  ha  p—C^,  q=C^y  ed  eliminando  (7^,(7,  si  ottiene  l'equa- 
zione a  derivate  parziali  : 

pa?+?y+pg— 2:=0,  (2) 

di  cui  (1)  è  un  integrale  completo. 
L'integrale  generale  è: 

z^C,x^^(CO(y+CO  ,  cc^^"(C0(y+C,yt^{CJ=O.       (3) 

L' integrale  singolare  si  ottiene  ricavando  Ci ,  C%  dalle: 

ar+(7,==0,  y+6;=0, 

e  introducendo  le  espressioni  trovate  nella  (1).  Si  ha  così: 

Per  avere  altri  integrali  completi ,  non  si  ha  che  a 
porre  nelle  (3)  in  luogo  di  +  una  funzione  qualunque  con- 
tenente due  costanti  indeterminate  Di ,  JDz .  Poniamo  p.  es.: 

¥C,J=D,C\+D,;  (4) 

le  (3)  divengono  : 

da  cui,  eliminando  Ci  e  riducendo,  si  ottiene  : 


^=4^[-r^'>'  +  />i  y/  -  2Z),  (X  -  A  [/;-JD.«  j , 


(5) 


che  è  un  nuovo  integrale  completo. 

Consideriamo  Y  integrale  che  si  ottiene   dall'  integrale 
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generale  (:y  ponendo  in  esso  4;("Ci>=:~Ci  .  Le  (3)  diven- 
gono in  tale  ipotesi  ; 

od  eliminando  C\  si  trova; 


-w 


(-)ra  la  funzione  —Ci  può  irnaginarsi  ottenuta  dalla  ,4 
tacendo  A  =—1.  -0,=0;  quindi  l'integrale  (6)  si  può  con- 
siderare come  un   integrale  particolare  dedotto  dall' in-  | 
tegrale  completo  (5)  dando  rispettivamente  i  valori— IJJ 
alle  costanti  indeterminate  jDi  ,  Dt , 

Deduciamo  ora  l'integrale  singolare  dall'integrale  com- 
pleto t5).  Eguagliando  a  zero  le  sue  derivate  rispetu»  i 
Di  e  a  A ,  si  ha,  dopo  qualche  riduzione  : 

In  questo  caso  si  verifica  una  circostanza  speciale,  di» 
cioè  le  due  equazioni  non  sono  indipendenti,  ma  la  priiua 
è  conseguenza  della  seconda.  Quindi  Di  potrà  essere  qua- 
lunque, e  Ih  sarà  data  dalla  : 

Da  =      x  +  Di  y. 

Sostituendo  nella  (5)  e  riduccudo,  Di  scompare,  e  si  \ì\x 
-=— ^f/,  che  è  ancora  l'integrale  singolare  già  trovato. 

Infine  supponiamo  che  ci  siano  noti,  in  un  modo  qua- 
lunque, gV  integrali  della  (2)  : 

e  vogliasi  determinare   la   specie  a  cui  ciascuno  di  es>i 
appartiene  rispetto  all'integrale  completo  (1).  Si  trova^  p^^l 
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primo,  l=C'i ,  1=62;  pel  secondo,  —-=C\ , 9    =^^»  » 

donde  C\  +  C2  =  0,  pel  terzo,  — i'=:Ci  ,  —w=C%  .  Quindi  il 
primo  integrale  è  particolare,  il  secondo  è  dedotto  dallo 
integrale  generale  specializzando  la  funzione  indeterminata, 
il  terzo  è  singolare. 

:K3.  In  certi  casi  interessa  di  poter  trasformare  una 
data  equazione  in  un'altra  non  contenente  esplicitamente 
la  variabile  dipendente. 

Sia: 

F(z.  x\  ,  x\ ,  Xn,p\,piy ,1>«;=0  (1) 

l'equazione  data,  e  supponiamo  che  la  funzione  z  delle  x 
definita  dalla  relazione:. 

/r^,  ^1 ,  ^  , ,  ^«>>=0  (2) 

sia  un  suo  integrale;  cioè,  ricavate  dalla  (2)  le  : 

0  introdotte  nella  (1),  la  relazione  risultante: 

tyZyXx.X^, ,Xn.    "■^'""9/'' '""0/    /  ^ 

sia  soddisfatta  per  tutti  i  sistemi  di  valori  z,  x\  ,  x% ,...,  Xn 
legati  dalla  relazione  (2).  Denotando  con  u  la  funzione  /*, 
r  equazione  : 


(4) 


9r  c)^  4)« 
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può  considerarsi  come  un'  equazione  ad  «+1  variabili  in- 
dipendenti j,  x\ ,  xi , ,  xn ,  che  non  contiene  la  variabìj 

dipendente  ic,  ma  soltanto  le  sue  derivate.  Se  : 

U^f(Z,Xi  ,^J, ,Xn)  lo) 

ò  un  integrale  della  (4),  ciò  vuol  dire  che  la  (3)  è  soddi- 
sfatta identicamente  rispetto  a,  z,x\ ,  x% , ,  Xn,  e  però  e:, 

definisce  un  integrale  della  (1).  La  reciproca  non  è  sempr'^ 
vera;  giacche  può  avvenire  che  la  (3)  sia  soddisfatta  i»^r 
tutti  i  sistemi  di  valori  che  sono  legati  dalia  relazione  2 , 
senza  esserlo  identicamente.  Però,  se  la  relazione  (2),  cb 
definisce  un  integrale  della  (1),  contiene  almeno  una  cch 
stante  arbitraria,  e  quindi  può  porsi  sotto  la  forma: 

f(  ^,  a?i  ,  xt , ,  XnO  =  C,  ;6 

siccome  la  (3)  non  contiene  C,  essa  dovrà  essere  soddi- 
sfatta identicamente  rispetto  a  z,x\  ,xt , ,  xn .  Ne  segtt 

che  ad  ogni  integrale  della  (4)  : 

U  =  f(^,  XI  ,00^,  ,  Xn)  —  C 

(dove  C  è  una  costante  indeterminata)  corrisponde  un  in- 
tegrale della  (1)  definito  dalla  (C).  Considerando  che  O'SJ 
integrale  contenente  funzioni  arbitrarie  può  porsi  sono 
forma  di  un  integrale  contenente  costanti  arbitrarie,  pu' 
dirsi  più  generalmente  che,  se  la  (5)  è  un  integrale  coii.- 
pleto  0  generale,  ossia  non  singolare,  della  (4) ,  la  (2)  (ì^ 
finisce  un  integrale  non  singolare  della  (1).  Con  ciò  la  ri- 
cerca degl'integrali  non  singolari  della  (1)  è  ridotta  alla 
ricerca  di  quelli  della  (4). 

Può  osservarsi  che  la  (4)  contiene  soltanto  i  rapporti 
delle  derivate  parziali  di  u ,  cioè  è  omogenea  di  grado 
zero  rispetto  a  queste  derivate  parziali. 

Se  la  (1)  è  razionale  intera  di  grado  m  rispetto  alle  /'. 

la  (4s  moltiplicata  per(-^j,  diviene  razionale  intera  ed 
omogenea  di  grado  m  rispetto  alle  ^    .■^  ,...,:^  ,x  • 
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Interpretazione  geometrica. 

386.  Dobbiamo  dire  qualche  parola  sull'interpretazione 
geometrica  delle  equazioni  a  derivate  parziali.  Una  tale 
interpretazione  —  quando  non  si  voglia  uscire  dal  campo 
deir  ordinario  spazio  punteggiato  a  tre  dimensioni  -  è 
possibile  soltanto  per  le  equazioni  a  due  variabili  indi- 
pendenti; e  noi  pertanto  limiteremo  a  queste  le  nostre 
considerazioni. 

Se  z=(p(x,y)  è  Y  equazione  d' una  superficie ,  i  coseni 
direttori  della  normale  in  un  punto  di  essa  dipendono  in 
modo  semplice  (art.  301)  dai  valori  di  p,  q  in  quel  punto. 
Quindi  un'equazione  a  derivate  parziali  del  primo  ordine: 

F(z,x,y,p,q)^  (1) 

esprime  una  proprietà  d' una  superficie  concernente  il  suo 
piano  tangente  o  la  sua  normale.  GÌ'  integrali  dell'  equa- 
zione sono  le  superficie  che  godono  di  questa  proprietà. 
Sia: 

z^H(x,y,Ci,C2)  (2) 

un  integrale  completo  della  (1);  esso  rappresenta  (art.  314) 
una  famiglia  doppiamente  infinita  di  superficie,  che  tutte 
sono  superficie  integrali  dell'  equazione  data. 

Se  tra  le  Ci ,  Ci  stabiliamo  una  relazione  Cj  ='^(C\  ),  la: 

z  =  H(a>,y,C^,^(C^)J  (3) 

rappresenta  una  famiglia  semplicemente  infinita  di  super- 
ficie contenuta  nella  famiglia  (2);  e,  se  Ira  la  (3)  e  la  : 

eliminiamo  C\,  l'integrale  generale  che  ne  risulta  rappre- 
senta l'inviluppo  della  famiglia  semplicemente  infinita  (3), 
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o/f      off 

Infine,  se  fra  la  (2)  e  le  ^=0,;^  =0  eliminiamo  Ci . 

Ci,  r integrale  singolare  che  ne  risulta  rappresenta  l'in- 
viluppo della  famiglia  doppiamente  infinita. 

Riassumendo,  le  superficie  integrali  della  (1)  sono  : 

a)  Le  superficie  della  famiglia  doppiamente  infinita  (;.') 
(integrale  completo); 

b)  Gl'inviluppi  di  tutte  le  famiglie  semplicemente  inii- 
nite  contenute  nella  famiglia  doppiamente  infinita  .inin- 
grale  generale); 

e)  V  inviluppo  della  famiglia  (2)  (integrale  singolare). 

387.  Le  cose  dette  a  suo  luogo  intorno  agl'inviluppi  di 
famiglie  di  superficie  ci  permettono  di  renderci  facilmeiitn 
ragione  dei  risultati  ottenuti  negli  ultimi  articoli  intorbo 
agrintegrali  delle  equazioni  a  derivate  parziali  del  primo 
ordine. 

Anzitutto,  che  le  superficie  b)  e  e)  sieno  integrali  dt^Ua 
equazione  considerata,  cioè  posseggano  la  proprietà  gtA»- 
metrica  da  essa  espressa,  risulta  immediatamente  dal  fatut 
che  esse  (art.  31*>,  3l5)  sono  tangenti  alle  superficie  a)  iu 
ogni  punto  comune  con  queste. 

Tra  le  superficie  b)  noi  possiamo  in  infiniti  modi  Si*e- 
glierne  una  doppia  infinità,  la  quale  (art.  381)  rappresen- 
terà un  nuovo  integrale  completo.  Ciascuna  superficie  a). 
facendo  parte  di  infinite  famiglie  semplicemente  infinite, 
sarà  tangente  ad  un'infinità  di  superficie  b) ,  e  quindi  le 
superficie  a)  apparterranno  all'integrale  generale  derivaUj 
dal  nuovo  integrale  completo. 

Finalmente  la  superficie  c)y  essendo  (art.  315)  tangente 
anche  a  tutte  le  superficie  b),  rappresenta  pure  Tintegrale 
singolare  derivato  dal  nuovo  integrale  completo  (art.  3S2). 

;^S8.  Esempio.  —  Abbiasi  la  lamiglia  doppiamente  infi- 
nita di  piani  : 

CiX+  C\  y  +  V  '  n^CV»  -  C,2  z  -  /i  =  0,  (1) 

cioè  l'insieme   dei  piani  che  distano  dall' origine    della 
quantità  costante  h. 
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La  (1)  può  scriversi  : 

h  --  Ci  X  —  C^rj 


^/  1  —  Ci  »  -  C,»' 
Dì  qui  segue: 

Ci  Ci 


(2) 


V  1-  Ci  2  -  C,«'  ^^    V'I-'  Ci  2  -  C,«' 
e  risolvendo  rispetto  a  Ci ,  C%: 

p Q 


quindi  : 
^  1  -  Ci  «  -  C,«  =--  =-  -•  = L  -^-^. 

P        '^       >v/>'^  +  ?2  +  r 

Dopo  ciò  si  ha  V  equazione  a  derivate  parziali  : 

l)J>4-?y-  ^-h  ^/>-4"^ +-r=  0,  (3) 

di  cui  la  (2)  è  un  integrale  completo. 

Derivando  la  (2)  rispetto  a  Ci  e  a  Ca  ,  si  ha,  dopo  qual- 
che semplificazione: 

6^1  /i  —  (1  -  C2  « ;<r— Ci  Cz  y=0,  C2  h-d  Ci x-Cl-d  «  AV==0, 

e  risolvendo  rispetto  ad  x,rj  : 

T  =  Cih,  y  =  Ct  h, 
da  cui  : 

Ci  X      Ct  y      z 


1  _  e,  3  _  CM = 1  -  ^--_--^y-=^v-i-c-r.z^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


-544- 

quindi  : 

Pertanto  l'integrale  singolare  è: 

^'.+  2/' +  2:*  =  A*;  (4: 

esso  rappresenta  una  sfera  di  raggio  h  col  centro  ne^Ia 
origine,  che  è  appunto  V  inviluppo  dei  piani  (1). 

Vogliamo  ora  trovare  un  nuovo  integrale  completo.  S*? 
si  prende  p.  es.  la  famiglia  semplicemente  infinita  di  piani 
distanti  della  quantità  h  dall'  origine  e  paralleli  ad  una 
data  retta,  l'inviluppo  di  questa  famiglia  è  un  cilindro 
circolare  di  raggio  h,  il  cui  asse  passa  per  l'origine.  Pren- 
dendo per  assi  tutte  le  oo^  rette  passanti  per  l'origine,  si 
hanno  cx)2  cilindri,  che  costituiscono  un  nuovo  integrai^ 
completo. 

Se:' 

x=  D\  z,  y  =  D^z  (5} 

sono  le  equazioni  dell'asse,  dove  Di ,  Ih  sono  due  costa nri 
indeterminate,  perchè  il  piano  (1)  sia  parallelo  alla  retta 
(5)  dev'essere: 


Ci  D^  +  (hIh  +  V^  -  Ci  «  -  (7,«  =  0. 

(Questa  è  la  relazione  che  definisce  ciascuno  dei  cilindri 
considerati  come  integrale  generg^le  rispetto  ali*  integrale 
completo  (2).  Ne  segue: 


Si  deve  dunque  eliminare  Ci  fra  le  : 


Ci  a»+  +  reo  i^  +  >v/i  -  Ci  «  -  4;^  c,  ;  z  -  ;i  =0, 

Cl  +  ^(C^)^(C^) 
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dove  la  funzione  ^( Ci)  è  data  dalla  (6).  Eliminando  Ci , 
si  ottiene  dopo  un  calcolo  alquanto  lungo  : 

che  è  il  nuovo  integrale  completo. 

L*  integrale  singolare  che  da  esso  si  deduce  coincide , 
come  si  verifica  facilmente,  con  quello  già  trovato. 


Equazioni  lineari  del  'primo  ordine. 

389.  Un'equazione  a  derivate  parziaU  del  primo  ordine 
dicesi  lineare,  quando  il  suo  primo  membro  è  una  fun- 
zione lineare  delle  derivate  parziali  della  variabile  dipen- 
dente, comunque  d'altronde  entrino  in  esso  questa  e  le 
variabili  indipendenti.  La  sua  forma  più  generale  è  dunque: 

Xi  Pi  +  Xz pt  + +  XnPn  -  ^=  0.  (1) 

dove  Xi ,  Xi , Xn,  Z  sono   funzioni  qualunque  delle  z, 

St\  ,  Jr»  , ,  Xa  . 

Se  Z=0,  l'equazione  si  dice  lineare  omogenea. 
Risulta  da  quanto  si  è  detto  all'art.  385,  che,  se  la 
funzione  z  delle  x  definita  dalla  relazione  : 

f{^  jr,  X\  ,  OSI  , ,  Xm)  —  C  (2) 

è  un  integrale  della  (I),  o,  come  si  dice  più  brevemente, 
se  la  /*  è  un  integrale  della  (1),  la  funzione  /  soddisfa  alla: 

Xi^X^^^....+X.^^Z^^^,  (3) 

reciprocamente,  se  f  soddisfa  alla  <3),   la  Ainzione  z  defi- 
nita dalla  relazione  ^=0  è  un  integrale  della  (1). 

Ciò  premesso ,  sieno  f\ ,  f% , ,  fr  r  integrali  della  (1)  ; 

sarà: 

ViTAim»  Cal09h  A^iW^nfwali  15 
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Sia  ora  <|;(7i  /», ,fr)  una  funzione  qualunque  delle 

f,  si  avrà  : 

t)*         o/i     ?2"'"0A      OS       0/r     0?' 

da  cui  : 

X,^4-X^+ +X.^+Z^^ 

e  quindi  per  le  (4): 

e  <|;=dO  definisce  un  integrale  della  (1).  Cioè  : 

Qtialunque  funzione  di  più  integrali  d' un'  equazione 

lineare  è  un  suo  integrale. 

390.  Siano  /i ,  fy , ,  /n  n  integrali  tra  loro  indipendenti 

dell'  equazione  : 

Xipi  +  Xtpt+ +  Xnpn  -  ^=-0,  (1) 

e  9  un  altro  integrale  di  essa.  Dovrà  essere  : 

Ora,  perchè  queste  equazioni  possano  coesistere  senza 
che  tutte  le  funzioni  Xi ,  X2 ,....,  A"»  Z,  sieno  identicamente 
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mille,  (lev'  essere  identicamente  nullo  il  determinante  dei 
loro  coefficienti,  cioè  dev'  essere  : 

d  (  X\  ,X2  y ,Xn  ,  Zj        ' 

Ne  segue  (art.  203)  che  tra  le  /i ,  fi ,  fn ,  9  dovrà  e- 

sistere  una  relazione,  la  quale,  per  la  supposta  indipen- 
denza delle  /,  conterrà  necessariamente   la  9  ;  sarà  cioè 

9=+(7i .  /2 , /«  J.  Dunque  : 

Se  fi ,  ft , ,  lo  sono  n  integrali   indipendenti  della 

(1),   qualunque   altro    integrale    di  essa  ha   la    forma 

^(U  ,  ft, ,  fii.A  ossia   6  definito  da  una  relazione  della 

forma  : 

^    [f\  ("2,  ^'l  , ,   ^n)  , ,   fn  (Zy  X\  , ,XnJ]  =  0.  (2) 

La  (2)  si  dice  Vintegrale  generale  della  (1).  Questa  de- 
lìnizione  coincide  con  quella  data  precedentemente;  infatti 
la  (2)  può  scriversi,  imaginandola  risolta  rispetto  ad  ^  : 

A  -  w  (f\ ,  fi , ,  A-i;  =  0 , 

sicché  essa,  in  sostanza,  dipende  da  una  funzione  arbi- 
traria di  n-1  argomenti. 

3J)1.  Il  teorema  dell'art,  precedente  riduce  Tintegrazione 
d' un'  equazione  lineare  ad  n  variabili  indipendenti  alla 
ricerca  di  n  integrali  indipendenti  della  stessa. 

Importa  ora  di  vedere  quale  vantaggio  rechi,dal  pun- 
to di  vista  dell'  integrazione  d' un'  equazione  lineare ,  la 
conoscenza  d' un  numero  d' integrali  indipendenti  minore 
di  n.  A  questo  proposito  dimostreremo  che  : 

Se  si  conoscono  r  (<  n)  integrali  indipendenti  d'un' e- 
quazione  lineare  arf  n  +  1  variabili,  essa  pm  ridursi  ad 
un  equazione  lineare  od  n  —  r  -}-  1  variabili. 

Siene  fi ,  fi, ,  fr  gii  r  integrali  noti.  Posto: 

tH^  fi,  U%=  f%  , y  Ur=  fr,  (I) 

si  introducano  le  variabili  u\ ,  U2 , ,  ih  in  luogo  delle 
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x\ ,  x% ,.....,  xr .  Se  le  /■  sono  indipendenti,  le  (1)  potranno 
risolversi  (art.  206)  rispetto  ad  r  delle  x,  p.  es.  rispetto 
ad  Xi ,  xt  y ,  Xr.  Supponiamo  che  da  esse  risulti  : 

Xi  =  e^  (z,  u\ , ,  Ut  ,  a?r+t, ,  x%)  (is=l,2,.....,rj, 

e  facciamo  in  generale  : 

Avremo  : 
0/'_'3g'  Dfi  ,7>g  0/2_^      .  0<7  O/r  ,  7>g 


ffe=H-l,r+2,..~.,n), 


L' equazione  (3)  dell'  art.  389  diverrà  ; 

"^A=r4.i    Vomì  ^^a     '"     "Dwr  Oj?a     O^a/ 
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0  ancora,  ricordando  che  f\ ,  ft , ,  fr  sono  integrali  della 

equazione  proposta: 

dove  si  intenderanno  introdotte   nelle  Xr+i , ,  X» ,  ^  le 

u\ , ,  Wr  in  luogo  delle  xi , ,  Xr .  La  (2)  è  un'equazione 

ad  n— r+l  variabili,  giacché  in  essa  le  u  figurano  come 
parametri. 

392.  L'integrazione  d' un'equazione  lineare  a  derivate 
parziali  del  primo  ordine  si  riduce  a  quella  d' un  sistema 
d'  equazioni  ordinarie  simultanee  in  virtù  del  seguente 
teorema  : 

Se  f  è  un  integrale  dell'equazione  : 

Xi  pi  +  X2  pa  + +  Xn  pn  -  Z  =dO,  (1) 

allora  {  =:  G  è  un  integrale  del  sistema  simultaneo  : 

dxt      dx2  _     _dxn      dz  ^ 

"xT^  Xi    ••-"■xT"  Z  '  ^"^^ 

e  reciprocamente. 

Infatti,  se  /  è  un  integrale  della  (1),  si  ha  (art.  389)  : 

D'altra  parte,  se  9==3C  è  un  integrale  del  sistema  (2), 
deve  sussistere  la  relazione: 

^_^ar,+;^  dx,+ +^d^;„^.^d^=4), 


7)^      "    7>xi  7>oon  7>z 

i  differenziali  dx^,dx^,,...,doon,dz  essendo  legati  dalle  rela- 
zioni (2);  e  quindi  dev'  essere  : 
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II  confronto  delle  (3),  (4)  ci  mostra,  che  V  essere  /  k- 
tegrale  della  (1),  e  Tessere  f=C  integrale  del  sistema  (2 
sono  condizioni  equivalenti. 

Il  sistema  (2)  dicesi  sistema  ausiliaiHo  dell'equazione  ! 

;©3.  Esempi.  —  1.  Superficie  di  rivoluzione  acentl  \  e 
asse  V  asse  z. 

Siccome  la  normale  in  qualunque  punto  d'  una  si^ck- 
ficie  di  rivoluzione  taglia  Tasse  (art.  302),  la  sua  p::- 
zione  sul  piano  xy  passa  per  T  origine. 

Ora  le  equazioni  della  normale  sono  (art.  301): 

X— j?        7-  y         Z—s 


quindi  T  equazione  della  sua  proiezione  sul  piaao  xy  V\ 
X-x  ^  Y-y 

ossia  : 

qX'-p  Y-(qx—py)=0, 

sicché  dev'  essere  : 

r/p^xq=0, 

che  è  T  equazione  differenziale  delle  superfìcie  considera: 
Il  sistema  ausiliario  è: 

dx       dy       dz 


y        —a?        0 
ossia  : 

rfa=0,  a'dx+ydy=^', 

esso  ammette  gl'integrali: 

s=C,,  x^  +  y^=C\, 
Quindi  T integrale  generale  della  (1)  è: 
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ossia  : 

o  ancora: 


z=/f  y  x'^  +  y^). 

2.  Superficie  cilindriche  colle  generatrici  parallele 
ad  una  data  retta: 

a~b      e'  ^"^^ 

Osservando  che  il  piano  tangente  dev'essere  parallelo 
alla  retta  (2) ,  quindi  la  normale  perpendicolare  ad  essa, 
e  ricordando  le  espressioni  dei  coseni  direttori  della  nor- 
male (art.  301),  si  ha: 

ap+bq-^c=4),  (3) 

che  è  l'equazione  differenziale  della  famiglia  di  superficie 
cilindriche. 

Il  sistema  ausiliario  è: 

dx    dy dj 

che  ammette  gf  integrali  : 

ba^ay^^C^,  cx^azszC^, 
Quindi  r  integrale  generale  della  (3)  è  : 

^fbx^ay,  ca?-a-J>=0,  (4) 

ossia  : 

3z:z—x+<ù(bx--ay). 

Nel  caso  particolare  in  cui  la  retta  data  è  Tasse  x,  si 
ha  0=1, 6=c=0,  e  la  (4)  prende  la  forma  z=ff(y). 


Digitized  by  VjOOQIC 


-552- 

3.  Superficie  coniche  col  vertice  nell'origine. 
Ogni  piano  tangente  deve  passare  per   V  origine,  un 
r  equazione  del  piano  tangente  è  (art.  301)  : 

pX+qY-Z^(pa>+qy^z)=0, 

quindi  si  ha  Inequazione  differenziale: 

11  sisteuia  ausiliario  è  : 

dx dt/_  dz 

X       y"  z  ' 

che  ammette  gì'  integrali  : 

Quindi  r  integrale  generale  della  (5)  è  : 


ossia  : 


iù 


Z:=Xfp 


Equazioni  del  primo  ordine  e  di  forma  qualunque. 

394.  Abbiasi  un'  equazione  del  primo  ordine  : 

F(^,x^, ,Xn  ,  jPj. ,p»>==0.  (!  I 

Noi  ci  proponiamo  di  trovare  un   suo  integrale  con> 
pleto;  cioè  di  determinare  una  relazione: 


9(^,00^, ,07»  ,  C„ ,(7n>a0  (. 
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tale,  che  le  derivate  parziali  di  z  rispetto  alle  x  da  essa 
ricavate,  introdotte  nella  (1),  la  rendano  soddisfatta  per 
tutti  i  sistemi  di  valori  di  z,m^, /i?n,  6',, ,Cn  che  soddi- 
sfanno alla  (2).  Ora  da  quest'ultima  equazione  segue: 

PidaTj+.-.+i^n  divn  — d^=0,  (3) 

equazione  a  dififerenziali  totali,  il  cui  integrale  è  (2),  dove 
una  delle  C  figura  come  costante  arbitraria  e  le  altre  come 
parametri.  Potremo  imaginare  la  (2)  posta  sotto  la  forma: 

t(z,^v i^«  »C'„ ,C«-0— Cn  =0,  (4) 

ed  allora  le  6'„(7„ ,C«-i  entreranno  in  generale  nelle 

espressioni  delle  p. 

Scriviamo  le  condizioni  d'integrabilità  della  (3).  Come 
sappiamo  (art.  377) ,  basta  considerare  quelle  corrispon- 
denti ad  un  termine  stabilito,  p.  es.  all'ultimo,  ed  a  due 
altri  qualunque.  Esse  sono: 

Quindi  il  nostro  problema  si  riduce  a  trovare  n  fun- 
zioni p„ ,pn  di  z,rr,, ,xn  e  di  n-1  costanti  (7„ ,Gi-i, 

che  soddisfacciant)  alle  (1),  (5). 

Però  noi  possiamo  ancora  trasformarlo,  in  modo  da  ren- 
derne più  comoda  la  soluzione.  Per  determinare  cioè  ìep, 
noi  cercheremo  di  stabilire  n— 1  relazioni: 

ffi  r-',^i, ,^n  ,P|, ,Pn  ;=C,  (U=l, ,n— U  (6) 

tali  che  le  p  risultanti  da  esse  e  dalla  (1)  soddisfacciano 
alle  (5). 

Poniamo  per  maggior  evidenza  di  scrittura: 

e  deriviamo  le  (1),  (6)  rispetto  ad  a?* ,  considerando  che  la 
z  è  funzione  delle  co,  e  che  le  ^  sono  funzioni  delle  oo 
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composto  mediante  le  a  stesse  e  la  a;  avremo: 

+^*^+s,^\ò^+i'*^;=o  r»=i. ,«-1 


0^* 


Moltiplichiamo  la  prima  di  queste  equazioni  per  ^^  e  1: 
seconda  per  />/,  e  facciamo  la  differenza  : 

Sommando  per  tutti  i  valori  di  /i  da  1  ad  n,  si  ha  di  <f 

-%fì  P.P.+  ÌÌ  P.^(^+p, ^) 

Vi  h=\  h=\  k=.i     "Oph  XDxk  ^^    ^z  / 

A=i  k^y      7)Pk\:dxh  ^^"  ^z  /  ^ 

V  ultima  somma  può  scriversi,  scambiando  gli  indici  hk 

Ac=l  h=\        "Opti  \7)^k     ^     Zz  / 
od  anche,  in  virtù  delle  (5)  : 
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e  la  (7)  si  riduce  a: 

+ 4''-*-^"^)^=''  '^^ 

dóve  i  termini  si  sono  scritti  in  ordine  diverso  da  quello 
di  prima,  e  si  sono  sviluppate  le  somme. 

La  (8)  è  un'  equazione  a  derivate  parziali  del  primo  or- 
dine rispetto  ad  //«  considerata  come  funzione  di  2,a7|,....,a?„ , 

p^, ,pn]  essa  è  lineare  ed  omogenea-,  e  non  contiene  e- 

splicitamente  la  variabile  dipendente.  Se  sapremo  trovare 
n— 1  integrali  indipendenti  ^,,//, ,/7n-i  di  questa  equa- 
zione, ossia  del  suo  sistema  ausiliario: 

di       _  dx^         _  dxn flp, dpn         Q. 

non  avremo  più  che  da  ricavare  dalle  (1),  (6)  le  p„p„...,Pn 
in  funzione  delle -3r,ar„.r,,...,a7n,(7„C„....,(7n-i,  e  da  integrare 
l'equazione  a  differenziali  totali  (3). 

Per  tal  modo  l'integrazione  d' un' equazione  di  forma 
qualunque  ad  n  variabili  indipendenti  è  ridotta  alla  ri- 
cerca di  71—1  integrali  d'un'equazione  lineare  omogenea 
a  2/1+1  variabili  indipendenti  ed  all'  integrazione  d'  una 
equazione  a  differenziali  totali  ad  w+1  termini. 

\W\  Il  processo  si  semplifica  alquanto,  se  l'equazione 
proposta   non   contiene   la  variabile  dipendente  z.  In  tal 
caso  le  (9)  dell'art,  precedente  divengono: 
dx^  _    _  dxn  ^  dp,  _    _  dpn 

— P|  —  Pn  A|  Xn 

e  le  /f,  e  quindi  le  p,  non  contengono  esplicitamente  s.  Le 
(5)  si  riducono  allora  a  : 

7>Ph      "OPk^^ 
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e  queste  ci  dicono  che  (art.  377)  la  (3)  è,  nel  caso  presene. 
un'equazione  differenziale  esatta. 

39G.  Esempio.  r9'y+5'/— ;p=0. 

Scrivendo  X,Y,P,Q  in  luogo  di  X„a:„Pj>P„  si  ba: 

quindi  il  sistema  (9)  dell'  art.  394  è  : 

dz  dx dy        J^     dp      dg_ 

P-2qy(qy+^)      T"^  -  2!/(qt/+z)~2p(qy+z)~4^+:i 

Un  integrale  di  questo  sistema  si  ottiene  facilmente  \^u- 

du        do 
gonando  il  3"  e  il  5*  membro;  si  ha  così  — ^^=-^-,4 

^y        2q 

cui  integrando  gy*=C^.  Di  qui  e  dall'equazione  propc-:: 

si  ricava: 

e  la  (3)  dell'art.  394  diviene  :  | 

y*  y* 

Applicando  a  questa  equazione  a  differenziali  towli 
processo  d' integrazione  esposto  a  suo  luogo,  si  ottiene: 

ossia  : 

,= 1 2i 

che  è  un  integrale  completo  dell'  equazione  proposta. 

397.  II  sistema  (9)  dell'art.  394  assume  una  forma  par 
ticolarmente  semplice  per  alcuni  tipi  speciali  di  equazkc 
che  ora  vogliamo  considerare. 

a)  F(PvPt ,Pn>=0. 
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Si  ha  Z=Xi  sO  fiasl,...,n>,  quindi  il  sistema  (9)  diviene: 
dz       _  dx^        _    dxn_dp^       _dpn 

Esso  ammette  gli  n— 1  integrali  p*  «  Ci  {f=l,....,n— IJi  e, 
se  supponiamo  che  dall'  equazione  data  si  ricavi  : 

si  ha: 

La  (3)  deirart.  citato  diviene  : 

C^dx^'^C^dx^'^ +  Cf^idXn^ì+^C^,C^^....,Cn^)dXm  •  -d«te=0; 

il  suo  integrale  è  : 

C^ia^i+C',ar,+.....+(7«-irfl-.i-HQ('C„C„ Cm-Oxn  — **=Cn . 

b)  Frz^PuP^ »PnM). 

Si  ha  -Y*  ==  0  (Y=l,2, ,n),  quindi  il  sistema  ausiliario  è: 

dz _dx^      dx^        _  dxn       dp^  __  dp^  _  _dpn. 

l'|T^~-i^t       -P.  -Pn        P,Z-p,Z       —pnZ 

(jÌì  ultimi  n  membri  di  esso  ci  [danno  gli  n— 1  integrali 
Pi  =:Ci  pn  ^i=l^,....,n— 1>,  sostituendo  nell'equazione  pro- 
posta, si  ha: 

F(^,Cj>n,C^pn , ,  Cn^iPn  ,Pn)=^, 

e  risolvendo  rispetto  a  pn  : 

L'equazione  a  differenziali  totali,  divisa  per  pn,  diviene; 
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e  integrando  si  ha; 

Si  ha: 
quindi  il  sistema  ausiliario  è  : 


Confrontando  il  2*  e  lYn+2>esimo  membro,  il  3^  e  lYw+-'/ 
esimo ,  Tn-esimo  ed  il  27i-esimo,  si  ha: 


ossia  c/9/  -^  0  (i=^ì, w— Ij,   donde   gì* integrali   9,-  =--  f\ 

(i=l, ,n— 1^.  L'equazione  proposta  ci  dà  poi: 

t^n-^-CC,'}- +6^»-i;. 

Supponiamo  che,  risolvendo  rispetto  alle^,  si  ottener.: 

Pr^'^x(^U^\)>'yPn-'\==^n''\(0Onr-uCn^\)yPn  — V«  (Xn  ,— ('C'i+.+Cn-lj  ' 

La  (3)  deir  art.  394  diverrà  : 

^^dx^+ +Vn-lda7„-l+V»  dxn  '■~dz=^, 

e  integrando  si  avrà: 
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d)  Estensione  dell'  equazione  di  Clairaut  : 

^=P.^l+JPi«?i+ +Pn  ^n  H^JPi^i),, ,Pn;. 

Si  ha: 
Z=^l,  Xi  ^pi  ,Pi=xi  +  ^-  (iz=:i;i, ,n), 

donde  Xi+pi  Z=^0  fi=l^, ,nj.  Dal  sistema  ausiliario 

si  hanno  quindi  gli  n— 1  integrali  pt  =  d  (i=l, ,n--lj. 

Poniamo: 

du 
e  indichiamo  con  — ; —  la  derivata  di  u  rispetto  ad  Xi 
axi  ^ 

quando  si  consideri  u  come  funzione  delle  co  composta 

mediante  le  (o  stesse  e  la  ^.  Avremo: 

du               *-!      ^  ,.    1  ^x    du 

.^_=p,  _  e,  =0  rt=i n-U  -a^^P-' 

sicché  la  w,  nel  senso  anzidetto,  sarà  funzione  della  sola 
ccn .  Dopo  ciò  r  equazione  proposta  diviene  : 

si  muta  cioè  in  un'  equazione  ordinaria  di  Clairaut  (art. 
342),  il  cui  integrale  è  : 

Quindi  un  integrale  completo  dell'  equazione  data  è': 
2:  ^  Ci  a?i  +  C,  a?,  + +  CnXn  +  ^Ci ,  C,, ,C»;. 
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PARTE  SESTA 

CALCOLO  DELLE  VARL\ZIONI 


Generalità. 

398.  U  Calcolo  delle  variazioni  si  propone  come  seorv 
fondamentale  lo  studio  di  certi  problemi  di  massimo  e  ò 
minimo  di  natura  più  elevata  e  complessa  di  quelli  c^ 
si  trattano  nel  Calcolo  differenziale.  Dato  cioè  un  integia^^ 
definito,  semplice  o  multiplo,  contenente  una  o  più  fu  - 
zioni   indeterminate   della  o  delle   variabili  indipend^L. 
esso  cerca  di  determinare  tali  funzioni  in  modo  che  In- 
tegrale  risulti  massimo  o  minimo;  sicché,  mentre  nel  Ci-- 
colo  differenziale  le  incognite  sono  valori  delle  variai-: 
indipendenti,  qui  esse  sono  forme  delle  funzioni   indeter- 
minate. Si  comprende  di  qui,  anzitutto,  come  le   questiua 
relative  debbano  presentare   assai  maggior  difflcoltà  a. 
quelle  affini  del  Calcolo  differenziale,   in  secondo    luoc- 
come  il  mutamento  radicale  avvenuto  in  tutto  il   Calco, 
in  seguito  alla  recente  generalizzazione  del  concetto  di  fini- 
zione debba  manifestarsi  assai  più  pronunciato  nella  par- 
di esso  di   cui  stiamo  parlando.  Intatti   in  quest'  ultin: 
trentennio  i  principii  del  Calcolo   delle  variazioni  furoii  i 
sottoposti  ad  una  critica  severa,  critica  piuttosto  demolii 
trice  che  restauratrice ,   la  quale  ha  posto  in  luce  cor.:  i 
le    restrizioni   che   dovrebbero    introdursi    nei    proces-i 
di  questa  teoria  sieno  tante  e  così  gravi  da  rendere  qua^i 
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illusori  —  almeno  dal  punto  di  vista  puramente  teorico  — • 
i  risultati  che  essa  fornisce  anche  nei  casi  più  elementari. 
Questo  non  toglie  però  che  il  Calcolo  delle  variazioni  venga 
utilmente  applicato  a  molti  problemi  geometrici  e  mecca- 
nici; ed  è  perciò  che  i  principii  di  esso  devono  trovar  po- 
sto in  un  corso  elementare  di  Calcolo. 

Noi  ci  siamo  studiati,  in  tutto  ciò  che  precede,  di  svol- 
gere le  varie  teorie  sotto  la  forma  più  generale  compa- 
tibile colla  semplicità  richiesta  in  un  primo  studfo;  e  sopra 
tutto  abbiamo  avuto  cura  di  enunciare  esattamente,  in 
ogni  singolo  caso ,  le  condizioni  sotto  le  quali  i  risultati 
esposti^sono  validi.  Né  Tuna  né  F  altra  cosa  potremo  fare 
noi  seguito;  e  questo  per  ragione  di  spazio,  e  più  ancora 
per  ragione  di  difficoltà.  Ci  limiteremo  pertanto  ad  esporre 
i  ibndamenti  del  Calcolo  delle  variazioni  quali  si  trovano 
nei  più  comuni  trattati ,  senza  trattenerci  a  discutere  le 
condizioni  sotto  lo  quali  i  risultati  ottenuti  sono  legittimi, 
rimandando  per  questo  alle  memorie  originali  di  Bertrand, 
Du  Bois-Keymond,  Scheeffor  ed  altri,  ed  all'opera  recente 
del  Prof.  Pascal:  Calcolo  delle  variazioni  e  calcolo  delle 
differenze  fnite  (Milano,  Hoepli,  1897). 

;)J)9.  Ricercando  le  condizioni  perchè  un  integrale  sem- 
plice 0  multiplo  sia  massimo  o  minimo ,  troveremo  anzi- 
tutto come  condizione  necessaria  che  la  sua  variazione 
2)rima  (che  definiremo  a  suo  luogo)  sia  nulla.  Per  decidere 
però  se  v*  ha  effettivamente  un  massimo  od  un  minimo,  e 
di  quale  dei  due  casi  si  tratta,  occorre  studiare  le  varia- 
zioni d*ordine  superiore,  e  particolarmente  la  variazione 
seconda.  Noi  non  potremo  entrare  in  questo  studio,  e 
ci  limiteremo  a  mostrare  come  si  determinino  le  fun- 
zioni incognite  in  |modo  da  rendere  nulla  la  variazione 
prima  deir  integrale  considerato.  L'applicazione  della 
teoria  ad  alcuni  problemi  importanti  ci  farà  poi  ve- 
dere come  nei  casi  particolari  si  possa  sovente  decidere 
deir  esistenza  e  della  specie  d'un  massimo  o  d'un  minimo 
finche  senza  ricorrere  all' esame  della  variazione  seconda. 

Vivauti,  Calcolo  UfinifHmaU  1^ 
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Variazione  d' uiia  funzions  e  d'un  integrale  definito. 

40:).  Abbiasi  una  funziono  o  d'una  variabile  indipn.,- 
donte  ^s  di  \Vm  funzioni  di  essa,  pjr  estMTipìo  di  due  ^.  :. 
(}  dello  derivale  di  ({uesto  sino  ad  un  certo  ordine  : 

Se,  Yj,  ?  essendo  due  altre  funzioni  di  j.\  ed  s  una  cosuirr- 
arbitraria,  poniamo  nella  9  «/-feY],  z+zz  iii  luogo  di  y,  ,-. 
dovremo  parimenti  porre  : 

r/'+^T)',  //'-h^Y]', ,?/r-;4-£r/";,  --hs^,  c"+er, rCO +eC.M 

in  luogo  di  yVv", ,ij("'K  -',:•", ,^^"^   La   fuiizioi»c   divier, 

allora  : 

^(x,y+z%i/+zri\ j/^'+irr\^+ir;^z'+zì;\ ,^f"'^ +£C("),&;. 

e,  sui>posto  che   per   valori  abbastanza  piccoli    dì  £  e<- 
possa  svilupparsi  in  serie  di  Taylor,  si  ha  (art.  2OS3  : 


-l?>-^2-! 
dove  : 


+=?+,  ,^>4-.r,^'9+ » 


la  r  tra  parentesi  denotando  una  potenza  sinibolica. 

Le  espressioni  ^9,  «5^^  9,  , diconsi  variazione  prioìn, 

seconda;....  della  funzione  9. 

Si  ha  identicamente: 

inoltre  tutte  le  variazioni  d' ordine   superiore  al  primo  dì 
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;/,(/', jj/"»),?,:', ,:<")  sono  nulle.  Ne  segue: 

1  teoremi  relativi  ai  diffc^renziali  valgono  evidentemente 
anche  per  le  variazioni. 

401.  Dallo  due  primo  relazioni  (2j  segue: 

Analogamente  ^du*=d^u\  Mf/^^iWi/",  etc. 

Dopo  ciò  si  prenda  la  variazione  di  rf<p  e  il  differenziale 
di  ^9;  tenendo  conto  di  queste  relazioni  si  verifica  facil- 
mente che  ^d(p—d^(p.  Cioè  : 

Le  operazioni  d  e  9  sono  permutabili. 

402,  Abbiasi  un  integrale  definito  : 


07 


dove  le  Vf  z  sono  funzioni  della  variabile  indipendente  .r. 

Se  alle  y,y\ ,y^^\z,z' ,2^  si  danno  le  variazioni  ^y,9u\ 

..„,^U^K^zfiz\...,^zf»)  ed  ai  limiti  orf,,x^  le  variazioni  ^x^A^x  , 
r integrale  7,  colle  notazioni  dell'art.  400,  diviene: 

•         •  t  1  0 


9dar+  I  5^9rfjc+  I    96/a?—    I  9a.r4-.... , 

m  .V  Xm  X 

0  0  1  0 

dove  i  termini  omessi  sono  infinitesimi  d'ordine  superiore 
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al  priino  ris|)etto  ad  e.  Indicando  dunque  con  &!  la  parv 
infinitesima  di  primo  ordine  di  ài,  si  ha  di  qui  : 

X 

0 

(love  9o,9i  sono  i  valori  di  9  per  jc=x^  e  per  jr-=jri  . 
401  Poniamo  : 

avremo  : 


0  0 


Ora   sì  ottiene,   integrando    per   parti  e    tenendo   coij' . 
deir invertibilità  delle  operazioni  d,  d  (art.  4ol): 

(Pr  dy''^dx---tPr  ^^^^^''  d^xr-^Pr  dljir-^^- f  P'r  òy^—^'it 

e   ripetendo   un    numero  conveniente  di  volte    lo   sti?>- 
processo: 

Analogamente  per  le  Q.  Ne  segue  : 

d/:-L3r+r^.-p;+...-f-i;-Pm<-»-^>;(j£/+r^^^ 
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« 

tlove  con     0        si  indica  la  differenza  dei  valori  che  pren- 
<le  una  funzione  6  per  u)-=x'\  e  per  ay=^T^. 

Massimi  e  minimi  d' un  integrale  definito. 

404.  Abbiasi  ancora  Tintegrale  definito  7,  in  cui  le  y,3 
sicno  funzioni  indeterminate  della  variabile  indipendente 
.77.  Si  dice  che  esso  è  massimo  o  minimo  per  y=Y(x), 
z^Z(x),  se  il  valore  che  esso  prende  quando  per  y,  %  si 
pongono  Y{x),Z(x)h  maggiore,  o  rispettivamente  minore, 
di  quello  che  prende  quando  per  j/,  z  si  pongono  funzioni 
pochissimo  diflFerenti  da  Y(ì:),  Z(x),  e  del  resto  completa- 
mente arbitrarie. 

Il  problema  fondamentale  del  Calcolo  delle  variazioni 
consiste  nella  ricerca  delle  funzioni  che,  introdotte  in  un 
integrale  definito,  lo  rendono  massimo  o  minimo. 

405.  Denotiamo  colla  medesima  lettera  I  il  valore  che 
prende  l'integrale  per  y-=Y(x),  z=^Z(xX  i+A/sarà  il  va- 
lore di  esso  quando  per  y,  t  si  pongano  due  funzioni  da 
queste  pochissimo  differenti.  Perchè  le  Yfx),  Z(x)  rendano 
r  integrale  massimo  o  minimo,  dovrà  A/  avere  un  mede- 
simo segno  (rispettivamente  negativo  o  positivo)  qualun- 
que sieno  le  variazioni  delle  funzioni  y,2.  Ora: 

sicché  il  segno  di  A/  è  quello  di  5*/,  quando  questa  espres- 
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sione  non  sia  identicamente  nulla;  e  di  cambia  evideiiic- 
mente  di  segno  quando  si  muti  il  segno  di  e.  Ne  sesr..^ 
che:  Condizione  necessayHa perchè  I  sia  rnassinio  o  hìu'\- 
mo  è  die  ò\  sia  identicamente  niello. 

Lo  stesso  ragionanìento  vale  anche  nel   caso  in  cui 
limiti  af^,x\  dell'  integrale  sieno  incogniti. 

È  quasi  inutile  avvertire  che  la  condizione  trovata  ou'. 
necessaria  non  è  sufficiente.  Infatti,  se  p.  es.  le  funzioui  y.: 
che  rendono  di  identicamente   nullo   annullano  idonik - 
mente  anche  d^  /,  ma  non  ^'/,  è  chiaro  che  /  non  è  u 
massimo  né  minimo. 

Scriviamo  brevemente  come  segue  l'espressione  di  ò' 
trovata  nell'art.  403: 


[']>/ 


ÒI^\  L  I    +  /"^'  (Móy+Nòz)dce. 


0 


Se  si  tengono  fissi  i  limiti  deir  integrale ,   e  inoltre  ^ 
scelgono  le  funzioniti,  C  in  modo  che  si  annullino  insieni 
a  tutte  le  loro  derivate   sino  all'ordine   rispettivamoi.- 
(m—lj  ed  (n^\)  per  ar=a?^,  e  per  x=x\ ,  sarà ,   indica  ni 

con  ^y^fiy'^ , e  con   ^u\ ,  ^^i i  valori  di  ^Uf^y'.- 

per  x^x^  e  per  x^xi  : 

= =:^zj.^-^)=^y\  =^y'i  = =^yi  («-«^=5^^i  =S^s\ 

ss =3*1  (n-V=dO, 

e  quindi  L==0.  Dovrà  dunque  essere,  per  ogni  sistema  u 
variazioni  compatibile  colle  condizioni  precedenti  : 

/ 

a? 
0 

Supposte  M  ed  .V  non  identicamente  nulle,  pongasi 
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dove  6  denota  una  funzione  clie  si  annulla  insieme  a  tutte 
1(?  sue  derivate  sino  al  più  grande  dei  due  ordini  (m—I) 
ed  fn-'l)  per  x=x.  e  per  xs=r\  ;  l'integrale  precedente 
diverrà  allora: 


e 

X 


\  poiché  la  funzione  sotto  il  segno  ^  ossenzialmente  po- 
sitiva, esso  non  potrà  essere  nullo.  Dev'essere  dunque: 

Jl/==0,  .Y==0,  (1) 


h:> 


<'  la  Condizione  (5*7=0  si  riduce  al//        =0.  Rammentia- 

L-     -J  '  0 

nio  che   questa   relazione   dov'essere   v»TÌficata  per  qua- 
lunque possibile  scelta  dello  variazioni  ^x^.'òrì  ^^y^^òy^, 

fi'lj'^-^>.^^,fiz\ fiz^('^-^)fi,jx ,  ^y\ dy\  /'^-i\A5i ,  ij'i , 

,<J-i  ■'*~^J.    Prendendo   dunijuc    queste    successivamente 

tutte  nulle  ad  ecrezione  di  una  sola,  si  conclude  che  dovrà 
essere  per  j'=.%\  e  per  j-^^xx  : 

.(2) 

Le  condizioni  (1)  costituiscono  un  sistema  simultaneo 
(Vequazioni  differenziali  d'ordine  />i+^  rispetto  a  ciascuna 
delle  variabili  dij)endenti  {/,  s.  Il  sistema  integrale  avrà 
la  forma  : 

e  le  2m+2n+2  equazioni  (2)  serviranno  a  determinare  le 
'2,ii+2n  costanti  C  e  i  limiti  a?^,  x\  . 

406.  Qualche  volta  avviene  di  cercare  i  massimi  e  i 
minimi  d'un  integrale  definito  essendo  i  suoi  limiti  e  1<» 
tuuzioni  da  cui  esso  dipende  soggette  a  soddisfare  a  cene 
rondizioni. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  568- 


Fra  i  molti  casi  clic  possono  presentarsi ,  ne  cciusiJrr 
reremo  uno  solo  che  é  l'orse  il  più  notevole ,  ed  è  qn^LO 
in  cui  le  x^,  jci  ,  {/,  z  devono  essere  tali,  che  un  altro  iri> 
graie  definito  avente  i  limiti  x\,x\  e  dipendente  dalle  fun- 
zioni //,  -  abbia  un  valore  costante  determinato. 

Supponiamo  che  debba  essere  : 


-f 


¥^.^,\l\ ,i(^P^  ,^,^', r^^^^)d'Jr^A , 


Per  qualunque  sistema  di  variazioni  compatibile  C(»!:a 
condizione  (1)  dovrà  essere  ^./==0,  quindi  la  condi/iu:.- 
necessaria  per  resistenza  d'un  massimo  o  d'un  minìr..' 
potrà  anche  scriversi  5'7-hX5'./=0,  X  essendo  un  coefficit-ai- 
indeterminato.  Pertanto  basta  applicare  il  processo  delTar. 

C'f 4  X^-jda?;  trovate  le  ar^.xi  .t... 


X 
0 


le  quali  dipendono  da  X,  Tintegrale  ./  diventerà  una  fun- 
zione di  X,  che  indicheremo  con  co(X/,  e  l'equazione  ojfX  =1 
ci  darà  i   valori  di  X  da  introdursi   nelle  espressioni  lì 

^0»  ^1  >  y>  ^' 


Massimi  e  minimi  d' un  integrale  multiplo. 

407.  Abbiasi  un  integrale  doppio  esteso   ad  un  cam] 
piano  C: 


■-// 


dove  le  u,  v  denotino  due  funzioni  delle  x,y\  per  semplici  ' 
supponiamo,  come  risulta  dall'espressione  di  /,  che  entri- 
no nella  <p,  oltre  le  w,  i\  soltanto  le  loro  derivate  prbia*. 
Si  stabilisce,  come  nel  caso  d*un  integrale  semplice,  eh- 
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condizione  necessaria  per  l'esistenza  d'un  massimo  o  d'un 
minimo  è  W=0,  ossia: 


// 


rH-*9+...->rf^.v— /=o>  (1) 


(love  r integralo  s'intende  esteso  ad  un  campo  C  pochis- 
simo diflTerente  da  C. 

Per  trasformare  questo  integrale  in  uno  esteso  al  cam- 
po Cy  usiamo  il  seguente  artifizio. 

Possiamo  imaginare  che  il  contorno  i  di  C  si  sia  ot* 
tenuto  mediante  una  deformazione  infinitesima  del  con- 
torno Y  di  C,  in  virtù  della  quale  ogni  punto  (x.y)  di  y 
abbia  assunta  la  posizione  r^4*v,^+evj,  dove  e  è  una  co- 
stante infinitesima,  e.  ii,  v  sono  funzioni  di  x,  y.  Facciamo 
ora  la  trasformazione  di  variabili  : 

x=x''\r9x\  y=y'+òf/, 

dove  le  9iv\^  sieno  scelte  in  modo  da  coincidere  con  ep^ev 
ogniqualvolta  (x*,y')  sia  un  punto  di  y.  Allora  l' integrale 
della  formola  precedente  si  trasformerà  in  un  integrale , 
rispetto  alle  variabili  x',  y\  esteso  al  campo  C,  la  cui  e- 
spressione  sarà: 


// 


♦^-^""•^ 


^  denotando  ciò  che  diviene  y+gy+ quando  in  essa  sì 

introducono  le  nuove  variabili.  Ora  si  ha,  ponendo: 


^•'  Oa?"^«'  oT 


09^ 


'  7>u^  ~   •'  0?ct  ~   ''  d~  '  7)vi  ~   •'  7>vt  ""     *' 
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e  trascuraiido  gì'  infinitesimi  d'ordine  superiore  al  primo: 


quindi  l' integrale  diviene,  scrivendo  di  nuovo  3r,  tj  ìnveo'^ 
di  ai,ij'\ 

Pertanto  la  (1)  può  scriversi,  tenendo  conto  dell'  art.  40L 
e  scindendo  T integrale  (che  è  esteso  al  campo  C)  in  tre 
parti  : 

fj\  ^w+^^^  r^^y 


C2s 

Indichiamo  per  un  momento  con  P,QM  i  tre  integrali 
del  primo  membro.  Si  avrà: 

ossia,  integrando  per  parti  e  denotando  con  x==x(sj,  y=ì/^s) 
le  equazioni  della  linea  y  *. 
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dove  i[  primo  integrale,  in  cui  in  luogo  di  ar,  t/  devono 
porsi  le  funzioni  x(s),y(s),  s'intende  esteso  al  contorno  y. 
Analogamente  si  ottiene: 

Pertanto  la  (2)  diviene  : 

dove  il  secondo  integrale  è  esteso  al  campo  C,  e  il  primo 
al  contorno  di  esso. 

Anche  qui,  come  nel  caso  d' un  integrale  semplice ,  si 
vede  che  dev'essere: 

u-^^==o,  v-:^-:^,        (3) 

inoltre  su  tutto  il  contorno  y  : 

q«0.  i\x'(s)+U,y(s)^,  V,x'(s)+V,t/(s)^.  (4) 

Le  (3)  costituiscono  un  sistema  d'equazioni  a  derivate 
parziali  rispetto  alle  funzioni  u,v  di  x,y.  Trovato  l'integrale 
generale  di  questo  sistema,  gli  elementi  arbitrari  che  esso 
contiene  saranno  determinati  dalle  (4). 

Se  le  funzioni  incognite  e  il  campo  d'integrazione  fos- 
sero soggetti  a  certe  condizioni,  si  procederà  analogamente 
a  quanto  si  è  fatto  all'  art.  406. 

Applicazioni. 

408.  Linea  di  lunghezza  minima  tra  due  punti  fissi,  — 
Sieno  (.To,y<j,^J,  r^i,i/i.^i)  i  due  punti  fissi,  e  sieno  yTsy(cc)y 
2==3(x)  le  equazioni  della  curva  incognita,  riferite  alla  x 
come  variabile  indipendente. 
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L' integrale  da  rendersi  minimo  sarà  (art.  284)  : 

X 
0 

Applicando  il  metodo  generale  esposto,  si  ha: 
i     v'1+.v'Hs''       L  vi+v'«+3''J ', 


07 
0 


Dal  primo  termine  nulla  può  dedursi,  perche,  essendo 
fissi  i  punti  estremi,  si  ha  ^y^=::^òy^^s6\=^z^■=<ì\  dal  se- 
condo segue  : 

d  i/  ^  d  z' 

ossia  : 


r=a,  ■    ==&> 


a  e  6  essendo  due  costanti.  Ne  segue  : 

-■sa',  z'=  =». 


a',6'  essendo  altre  due  costaati;  e  integrando  sì  ha: 

y=a'x+a',  t=Vx-^, 

dove  a",  6"  sono  due  nuove  costanti.  La  linea  cercata  è 
dunque  una  retta,  e  le  costanti  che  entrano  nelle  sue  e- 
quazioni  si  determinano  mediante  le: 

«^•«=a'^o+a",  l^,=a'jr,+a',  z^=ifx^-\^ir,  ^,«=*'a;.+tf', 

le  quali  esprimono  che  la  liaea  passa  pei  doe  punti  dati. 
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409.  Curva  piana  passante  per  due  punti  dati ,  che 
rtiotando  intorno  ad  un'  a,sse  posto  nel  suo  piano  genera 
la  superficie  di  rivoluzione  minima. 

Preso  Tasse  di  rivoluzione  per  asse  a?,  ed  essendo 
(^ofyo)f  C^vl/J  i  due  punti  dati,  l'area  è  espressa  da  (art.  306): 


'o  0 


Si  ha  di  qui; 

0 

Dev'  essere  quindi  : 

.Vi/ 


a^  ^  l-^yt 
ossia,  fatte  tutte  le  riduzioni  : 

equazione  il  cui  integrale  generale  è  (art.  352)  : 


[e'W]. 


y=^2^e     +e 


La  curva  cercata  è  dunque  una  catenaria  avente  per 
direttrice  Tasse  di  rivoluzione ,  e  le  costanti  a.  b  devono 
determinarsi  in  modo  che  essa  passi  pei  due  punti  dati. 

410.  Isoperimetin.  —  Si  indica  con  questo  nome  il  pro- 
blema che  si  propone  la  ricerca  d'una  curva  di  lunghezza 
data,  la  quale^  insieme  ad  una  curva  data ,  racchiuda  la 
area  massima. 
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Il  caso  più  semplice  è  quello  in  cui  la  linea  data  è 
una  retta,  e  la  curva  deve  passare  per  due  punti  fissi  dì 
essa. 

Si  ha  in  questo  caso,  prendendo  la  retta  per  asse  x  e 
indicando  con  x^,x^  le  ascisse  dei  punti  fissi: 

0  0 

quindi  T  integrale  da  rendersi  massimo  è  : 
Si  ha: 


X 
0 


/♦  X 
0 

Come  nei  casi  precedenti,  il  primo   termine  non  ci  dà  al- 
cun risultato;  dal  secondo  segue  : 

da  cui  : 

y*  X  x—a 


quindi  : 


ar— a 


i/=  =:,    W    H-i/'«: 


V/X«  —  (x^a)^  V/X«  -  ("ar— a;^ 

e  integrando  : 


^=— VX»  —  (x—a^  +6, 
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ossia  : 

La  curva  cercata  è  adnnque  una  circonferenza.  Le  a,  6,  X 
si  determinano  colie  condizioni  che  la  curva  passi  pei 
punti  fissi ,  e  che  la.  lunghezza  dell*  arco  tra  questi  due 
punti  sia  espressa  da  una  quantità  data  h.  Si  ha  cioè: 

r^o- «>>* + 6* = ^s  f^.-^;* + 6' -=  ^^ 

J==!X  I      —  ~=^l  arcsen-^ arcsen-\ —  Issh, 

J       ^x«-r^-a/      L  ^  ^     J 

Dalle  due  prime  si  ricava  facilmente  a=  *  '  \  che  espri- 
me una  nota  proprietà  del  cerchio.  Dopo  ciò  la  successiva 
diviene  : 

2Xarc$en     *I7  *=Ji, 

relazione  che  determina  X. 

Considerando  il  casolimite  in  cui  i  due  punti  fissi  coin- 
cidono, si  ha  che  :  La  circonferenza  è  la  linea  che ,  sotto 
egiLol  perimetro,  racchiude  la  massima  superficie, 

41L  Superficie  d'area  minima  passante  per  un  dato 
contorno.  —  Se  2=f^(x,y),  è  l'equazione  della  superficie  in- 
cognita, e  p,q  denotano  al  solito  le  derivate  parziali  prime 
di  z,  r  integrale  da  rendersi  minimo  è  (art.  303)  : 


'=// 


Vl-t-p'  +  J*  dxdy. 
Si  ha: 

p         j  e)         q 


_  /  f\^     p     ^2. — g — \,d.d.. 

J   J    Lv-f  \/ 1  +  ««  +  «»      t>y\/l  +  M«  +  g«  J 
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Il  primo  integrale,  che  è  esteso  al  contorno,  è  nullo,  per- 
(ihè  il  contorno  è  fisso.  Perchè  il  secondo  sia  nullo,  deve 
essere: 

t>*''  V  1  +p*  +  g'     ^^  v/  1  +  p^  +  9^ 
ossia,  sviluppando  e  riducendo: 

fl+q'jr^2pgs  +  (\+p^)ÌB0,  (l) 

dove  v,s,t  denotano  le  derivate  seconde  di  ». 

Integrata  la  (1),  le  funzioni  arbitrarie  che  entrano  nello 
integrale  generale  di  essa  si  determinano  mediante  la 
condizione  die  la  superficie  debba  passare  pel  contorno 
dato. 

La  (1),  sulla  cui  integrazione  non  possiamo  trattenerci, 
è  l'equazione  differenziale  d'una  famiglia  importantis- 
sima di  superficie,  dette  appunto  sujyerficie  d'area  minima. 

Una  proprietà  notevole  di  esse  si  deduce  immediata- 
mente dair  equazione  medesima. 

Imaginando  la  superficie  riferita  al  sistema  di  coordi- 
nate dell'art.  318,  si  ha  nell'origine: 

x=y=2==0,  p=q=0,  r=A,  s=B,  t=C, 

quindi  dalla  (1)  A+6M),  ossia  (art.  :«1)  Afeal  Cioè: 

Le  supef^ficie  d'area  minima  hanno  in  ogni  loro  punto 
la  curvatura  media  nulla. 
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